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第
1
章

基本概念

1.1 微分方程及其解的定义

1. 验证下列函数是右侧相应微分方程的解或通解:
(1) y = C1e2x + C2e−2x : y′′ − 4y = 0;

(2) y =
sinx
x

: xy′ + y = cosx;

(3) y = x
(∫
x−1ex dx+ C

)
: xy′ − y = xex;

(4) y =


− 1

4
(x− C1)

2, −∞ < x < C1,

0, C1 ⩽ x ⩽ C2,

+ 1
4
(x− C2)

2, C2 < x < +∞,

: y′ =
√
|y|

证明: (1) y = C1e2x+C2e−2x ⇒ y′ = 2C1e2x−2C2e−2x ⇒ y′′ = 4C1e2x+4C2e−2x ⇒
y′′ − 4y = 0;

(2) y = sin x
x

⇒ y′ = x cos x−sin x
x2 ⇒ xy′ + y = x cos x−sin x

x
+ sin x

x
= cosx;

(3) y = x
(∫
x−1ex dx+ C

)
⇒ y′ =

∫
x−1ex dx+C+ex ⇒ xy′−y = x(

∫
x−1ex dx+

C) + xex − y = xex;
(4) 当 x < C1 时, y′ = − 1

2
(x − C1), 而

√
|y| =

√
1
4
(x− C1)2 = 1

2
(C1 − x), 故

y′ =
√

|y|(x < C1), 其他两段同理可以验证.

2. 求下列初值问题的解:
(1) y′′′ = x, y(0) = a0, y′(0) = a1, y′′(0) = a2;

(2) dy
dx = f(x), y(0) = 0 (这里 f(x) 是一个连续函数);

(3) dR
dt = −aR, R(0) = 1 (这里 a > 0 是一个常数);

(4) dy
dx = 1 + y2, y(x0) = y0.

6



1.1 微分方程及其解的定义 7

解: (1) y(x) = 1
24
x4 + a2

2
x2 + a1x+ a0;

(2) y(x) =
∫ x

0
f(t) dt;

(3) R(t) = e−at;
(4) y(x) = tan(x+ arctan y0 − x0).

3. 求出:
(1) 曲线族 y = Cx+ x2 所满足的微分方程;
(2) 曲线族 y = C1ex + C2xex 所满足的微分方程;
(3) 平面上以原点为中心的一切圆所满足的微分方程;
(4) 平面上一切圆所满足的微分方程.

解: (1) 求导得 y′ = C + 2x, 联立方程消去 C 得 y + x2 − xy′ = 0.

(2) 求两次导得


y = C1ex + C2xex

y′ = C1ex + C2(x+ 1)ex

y′′ = C1ex + C2(x+ 2)ex
, 由前两个方程解得 C1 = (x+1)y−xy′

ex ,

C2 =
y′−y

ex , 代入第三个方程得 y′′ − 2y′ + y = 0.
(3) 平面上以原点为中心的一切圆的参数方程为 x2 + y2 = R2 (R 为参数), 求导得

x+ yy′ = 0.
(4) 平面上一切圆的参数方程为 (x − a)2 + (y − b)2 = R2 (a, b, R 为参数), 关于 x

求三次导并消去参数即得 3y′(y′′)2 −
[
1 + (y′)2

]
y′′′ = 0.

4. 证明: 设 y = g(x,C1, C2, · · · , Cn) 是一个充分光滑的函数族, 其中 x 是自变量,
而 C1, C2, · · · , Cn 是 n 个独立的参数 (任意常数), 则存在一个形如 (1.1) 的 n 阶微分
方程, 使得它的通解恰好是上述函数族.

证明: 已知 

y = g(x,C1, C2, · · · , Cn)

y′ = g(1)(x,C1, C2, · · · , Cn)

· · ·

y(n−1) = g(n−1)(x,C1, C2, · · · , Cn)

y(n) = g(n)(x,C1, C2, · · · , Cn)

(⋆)
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因为 C1, C2, · · · , Cn 独立, 所以 Jacobi 行列式

D[g, g(1), · · · , g(n−1)]

D[C1, C2, · · · , Cn]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g
∂C1

∂g
∂C2

· · · ∂g
∂Cn

∂g(1)

∂C1

∂g(1)

∂C2
· · · ∂g(1)

∂Cn...
...

...
∂g(n−1)

∂C1

∂g(n−1)

∂C2
· · · ∂g(n−1)

∂Cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

由隐函数存在定理知可由方程组 (⋆) 的前 n 个方程解出

Ci = Ci(x, y, · · · , y(n−1))(i = 1, 2, · · · , n).

将之代入方程组 (⋆) 最后一个方程中得

y(n) = g(n)(x,C1(x, y, · · · , y(n−1)), · · · , Cn(x, y, · · · , y(n−1))).

上式即为所求的 n 阶微分方程.

1.2 微分方程及其解的几何解释

1. 作出如下微分方程的线素场:
(1) y′ = xy

|xy|
;

(2) y′ = (y − 1)2;
(3) y′ = x2 + y2.

解: (1) 奇异点集合为 {(x, y) | x = 0 或 y = 0}, 线素场如图 (Matlab 制图).

图 1.1: (1) 题图

(2) 等斜线为 (y − 1)2 = k ⇒ y = 1±
√
k, 线素场如图.

(3) 等斜线为 x2 + y2 = k, 线素场如图.

2. 利用线素场研究下列微分方程的积分曲线族:



1.2 微分方程及其解的几何解释 9

图 1.2: (2) 题图

图 1.3: (3) 题图

(1) y′ = 1 + xy;
(2) y′ = x2 − y2.
3. 根据磁场的物理直观, 试作微分方程 (2.8) 的线素场及其积分曲线族的草图.



第
2
章

初等积分法

2.1 恰当方程

1. 判断下列方程是否为恰当方程; 并且对恰当方程求解.
(1) (3x2 − 1) dx+ (2x+ 1) dy = 0.
(2) (x+ 2y) dx+ (2x− y) dy = 0.
(3) (ax+ by) dx+ (bx+ cy) dy = 0.
(4) (ax− by) dx+ (bx− cy) dy = 0(b ̸= 0).
(5) (t2 + 1) cosu du+ 2t sinu dt = 0.
(6) (yex + 2ex + y2) dx+ (ex + 2xy) dy = 0.
(7)

(y
x
+ x2

)
dx+ (lnx− 2y) dy = 0.

(8) (ax2 + by2) dx+ cxy dy = 0.

(9) 2s− 1

t
ds+ s− s2

t2
dt = 0.

(10) xf(x2 + y2) dx+ yf(x2 + y2) dy = 0, 其中 f(·) 是连续可微的.

解:
(1) ∂P

∂y
= 0, ∂Q

∂x
= 2, 不是恰当方程.

(2) ∂P
∂y

= 2, ∂Q
∂x

= 2, 是恰当方程, 因为

(x+ 2y) dx+ (2x− y) dy = d
(
1

2
x2 + 2xy − 1

2
y2
)
,

所以通积分为
1

2
x2 + 2xy − 1

2
y2 = C.

10



2.1 恰当方程 11

(3) ∂P
∂y

= b = ∂Q
∂x

, 是恰当方程, 因为

(ax+ by) dx+ (bx+ cy) dy = d
(
1

2
ax2 + bxy +

1

2
cy2
)
,

所以通积分为
1

2
ax2 + bxy +

1

2
cy2 = C.

(4) ∂P
∂y

= −b ̸= ∂Q
∂x

= b, 不是恰当方程.
(5) ∂P

∂t
= 2t cosu = ∂Q

∂u
, 故是恰当方程, 因为

(t2 + 1) cosu du+ 2t sinu dt = d
(
(t2 + 1) sinu

)
,

所以通积分为
(t2 + 1) sinu = C.

(6) ∂P
∂y

= ex + 2y = ∂Q
∂x

, 是恰当方程, 因为

(yex + 2ex + y2) dx+ (ex + 2xy) dy = d(yex + xy2 + 2ex),

所以通积分为
yex + xy2 + 2ex = C.

(7) ∂P
∂y

= 1
x
= ∂Q

∂x
, 是恰当方程, 因为

(y
x
+ x2

)
dx+ (lnx− 2y) dy = d

(
y lnx+

1

3
x3 − y2

)
,

所以通积分为

y lnx+
1

3
x3 − y2 = C.

(8) ∂P
∂y

= 2by, ∂Q
∂x

= cy, 因此当 2b = c 时方程为恰当方程, 此时

(ax2 + by2) dx+ cxy dy = (ax2 + by2) dx+ 2bxy dy = d
(
1

3
ax3 + bxy2

)
,

所以通积分为
1

3
ax3 + bxy2 = C.

当 2b ̸= c 时, 方程不是恰当方程.
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(9) ∂P
∂t

= 1−2s
t2

= ∂Q
∂s

, 是恰当方程, 因为

2s− 1

t
ds+ s− s2

t2
dt = d

(
s2 − s

t

)
,

所以通积分为
s2 − s

t
= C.

(10) ∂P
∂y

= 2xyf ′(x2 + y2) = ∂Q
∂x

, 是恰当方程, 且通积分为

F (x2 + y2) = C,其中 F 是 f 的不定积分.

2.2 变量分离的方程

1. 求解下列微分方程, 并指出这些方程在 Oxy 平面上有意义的区域:

(1) dy
dx =

x2

y
;

(2) dy
dx =

x2

y(1 + x3)
;

(3) dy
dx + y2 sinx = 0;

(4) dy
dx = 1 + x+ y2 + xy2;

(5) dy
dx = (cosx cos 2y)2;

(6) xdy
dx =

√
1− y2;

(7) dy
dx =

x− ex
y + ey .

解: (1) y2 = 2
3
x3 + C, y ̸= 0;

(2) y2 = 2
3

ln |1 + x3|+ C, y ̸= 0, x ̸= −1;
(3) 1

y
+ cosx = C, 特解: y = 0;

(4) y = tan(x+ 1
2
x2 + C);

(5) 当 cos 2y ̸= 0 时, 原方程等价于 dy
cos2 2y

= sec2 2y dy = cos2 x dx, 积分得 2x +

sin 2x− 2 tan 2y = C, 当 cos 2y = 0 时, 有特解 y = π
4
+ kπ

2
(k ∈ Z);

(6) arcsin y = ln |x|+ C, 特解: y = ±1;
(7) y2 − x2 + 2(ey − e−x) = C (y + ey ̸= 0).

2. 求解下列微分方程的初值问题:
(1) sin 2x dx+ cos 3y dy = 0, y

(π
2

)
=
π

3
;
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(2) x dx+ ye−x dy = 0, y(0) = 1;

(3) dr
dθ = r, r(0) = 2;

(4) dy
dx =

ln |x|
1 + y2

, y(1) = 0;

(5)
√
1 + x2

dy
dx = xy3, y(0) = 1.

解: (1) 积分得 − 1
2

cos 2x+ 1
3

sin 3y+C = 0, 由 y
(
π
2

)
= π

3
得 C = − 1

2
, 因此原方程

的解为 2 sin 3y − 3 cos 2x− 3 = 0.
(2) 原方程等价于 xex dx+ y dy = 0, 积分得 (x− 1)ex + 1

2
y2 + C = 0, 代入初值条

件 y(0) = 1 得 C = 1
2
, 因此原方程的解为 2(x− 1)ex + y2 + 1 = 0.

(3) 由初值条件知 r ̸= 0, 故 dr
r

= dθ, 积分得 r = Ceθ (C ̸= 0), 代入初值条件得
C = 2, 因此原方程的解为 r = 2eθ.

(4) (1 + y2) dy = ln |x| dx, 积分得 y + 1
3
y3 = x(ln |x| − 1) + C, 代入初值条件得

C = 1, 因此原方程的解为 y + 1
3
y3 = x(ln |x| − 1) + 1.

(5) 由初值条件知 y ̸= 0, 故原方程等价于 dy
y3 = x√

1+x2 dx, 积分得 − 1
2
y−2 =

√
1 + x2+C, 代入初值条件得 C = − 3

2
, 因此原方程的解为 2

√
1 + x2+ y−2−3 = 0.

3. 求解下列微分方程, 并作出相应积分曲线族的简图:

(1) dy
dx = cosx;

(2) dy
dx = ay (a ̸= 0 为常数);

(3) dy
dx = 1− y2;

(4) dy
dx = yn (n = 1

3
, 1, 2).

解: (1) y = sinx+ C, 积分曲线族如图 2.1.
(2) y = 0 为特解, 当 y ̸= 0 时, 积分得 y = Ceax (C ̸= 0), 积分曲线族如图 2.2 (以

a > 0 为例).
(3) y = ±1 为特解, 当 y ̸= ±1 时, dy

1−y2 = dx, 积分得 y = Ce2x−1
Ce2x+1

(C ̸= 0), 当
C > 0 时, 函数图像位于直线 y = 1 和 y = −1 之间且单调递增; 当 C < 0 时, 存在间
断点 x0 = 1

2
ln
(
− 1

C

)
, y = y(x) 在 (−∞, x0) 上单调递减且当 x→ x0− 时 y → −∞, 在

(x0,∞) 上单调递减且当 x→ x0+ 时 y → +∞, 积分曲线族如图 2.3.
(4) 下述三种情形积分曲线族都易作出 (略去).

(i) n = 1
3
时, 通解为 3

2
y

2
3 = x+ C (x ⩾ −C), 特解为 y = 0;

(ii) n = 1 时, 通解为 y = Cex (C ∈ R);
(iii) n = 2 时, 通解为 y = 1

−x+C
(C ∈ R), 特解为 y = 0.
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x

y

O

图 2.1: y = sinx+ C

4. 跟踪: 设某 A 从 Oxy 平面上的原点出发, 沿 x 轴正方向前进; 同时某 B 从点
(0, b) 开始跟踪 A, 即 B 的运动方向永远指向 A 并与 A 保持等距 b. 试求 B 的光滑运
动轨迹.

解: 设 B 的运动轨迹方程为 y = y(x), 记某时刻 B 的位置为 (x, y(x)), 则此时 A

相应的位置为
(
x− y(x)

y′(x)
, 0
)

, 由于 A 与 B 保持等距, 故

(
y

y′

)2

+ y2 = b2 ⇒ dx = −
√
b2 − y2

y
dy.

积分得

x = −
∫ √

b2 − y2

y
dy(y = b cos θ)

= −
∫

b sin θ
b cos θ (−b sin θ) dθ

= b

∫
(sec θ − cos θ) dθ

= b ln | sec θ + tan θ| − b sin θ + C

= b ln b+
√
b2 − y2

y
−
√
b2 − y2 + C.

由初值条件 y(0) = b 得 C = 0, 故 B 的光滑运动轨迹方程为 x = b ln b+
√

b2−y2

y
−√

b2 − y2.
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x

y

O

图 2.2: y = Ceax

5. 设微分方程
dy
dx = f(y),

其中 f(y) 在 y = a 的某邻域 (例如区间 |y − a| ⩽ ε) 内连续, 而且 f(y) = 0 当且仅当
y = a. 证明: 在直线 y = a 上的每一点, 上述方程的解是局部唯一的, 当且仅当瑕积分∣∣∣∣∫ a±ε

a

dy
f(y)

∣∣∣∣ = ∞.

解: (⇐) 显然, y = a 是方程的一个解, 用反证法, 设 y = y(x) 是方程的另一个解,
它与直线 y = a 相交. 不妨设 (x0, a) 是它们的一个交点, 且存在区间 I = (x0, x0 + δ)

或 I = (x0 − δ, x0), 使得当 x ∈ I 时, y(x) ̸= a, 从而

dy(x)
f(y(x))

= dx, x ∈ I.

积分得 ∫ y

a

dy
f(y)

=

∫ x

x0

dy(x)
f(y(x))

=

∫ x

x0

dx = x− x0 <∞.

矛盾.
(⇒) 用反证法, 设

∣∣∣∫ a±ε

a
dy
f(y)

∣∣∣ < +∞, 则由∫ y

a

dy
f(y)

= x− x0

定义的函数是方程的解, 且通过点 (x0, a), 而 y = a 也是过点 (x0, a) 的解, 矛盾.
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x

y

O

y = 1

y = −1

x = 1
2

ln
(
− 1

C

)
(C < 0)

图 2.3: y = ±1 和 y = Ce2x−1
Ce2x+1
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6. 利用上题结果, 作出下列微分方程积分曲线族的草图:

(1)
dy
dx =

√
|y|; (2)

dy
dx =

y ln |y|, y ̸= 0,

0, y = 0.

解: (1) 因为
∫ ±ε

0
dy√
|y|
收敛, 故解不是局部唯一的, 微分方程的通解为

y =

 1
4
(x+ C)2, x ⩾ −C,

− 1
4
(x+ C)2, x ⩽ −C.

另外特解为 y = 0, 积分曲线族容易作出.
(2) 因为

∫ ±ε

0
dy

y ln |y| 发散, 所以解是局部唯一的, 微分方程的通解为

y = ±eCex (C ∈ R).

另外特解为 y = 0, 积分曲线族容易作出.

2.3 一阶线性方程

1. 求解微分方程:

(1) dy
dx + 2y = xe−x;

(2) dy
dx + y tanx = sin(2x);

(3) xdy
dx + 2y = sinx, y(π) = 1

π
;

(4) dy
dx − 1

1− x2
y = 1 + x, y(0) = 1.

解: (1) p(x) = 2, q(x) = xe−x, 故

y = e−
∫
2 dx
(
C +

∫
xe−xe

∫
2 dx dx

)
= Ce−2x + (x− 1)e−x.

(2) p(x) = tanx, q(x) = sin(2x), 故

y = e−
∫

tan x dx
(
C +

∫
sin(2x)e

∫
tan x dx dx

)
= | cosx|

(
C +

∫ sin(2x)
| cosx| dx

)
= C| cosx| − 2 cos2 x.
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(3) p(x) = 2
x
, q(x) = sin x

x
, 故

y = e−
∫

2
x dx

(
C +

∫ sinx
x

e
∫

2
x dx dx

)
=

1

x2
(C + sinx− x cosx).

代入初值条件得 C = 0, 故原方程的解为

y =
sinx
x2

− cosx
x

.

(4) p(x) = − 1
1−x2 , q(x) = 1 + x, 故

y = e
∫

1
1−x2 dx

(
C +

∫
(1 + x)e

∫
1

x2−1
dx dx

)
=

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣ 12
(
C +

∫
(1 + x)

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ 12 dx
)

=


√

x+1
x−1

(
C +

∫ √
x2 − 1dx

)
, |x| > 1,√

x+1
1−x

(
C +

∫ √
1− x2 dx

)
, |x| < 1,

=


√

x+1
x−1

(
C + 1

2
x
√
x2 − 1− 1

2
ln |x+

√
x2 − 1|

)
, |x| > 1,√

x+1
1−x

(
C + 1

2
arcsinx+ 1

2
x
√
1− x2

)
, |x| < 1.

2. 把下列微分方程化为线性微分方程:

(1) dy
dx =

x2 + y2

2y
;

(2) dy
dx =

y

x+ y2
;

(3) 3xy2
dy
dx + y3 + x3 = 0;

(4) dy
dx =

1

cos y + x tan y.

解: (1) 令 u = y2, 则 du
dx = 2y dy

dx = x2 + u.
(2) 将 x 看作 y 的函数, 即 dx

dy = x
y
+ y.

(3) 令 u = y3, 则 du
dx = 3y2 dy

dx = −u
x
− x2.

(4) 原方程变形为 cos y dy
dx = 1 + x sin y, 令 u = sin y, 即得 du

dx = 1 + xu.

3. 设 y = φ(x) 满足微分不等式

y′ + a(x)y ⩽ 0 (x ⩾ 0).

求证:
φ(x) ⩽ φ(0)e−

∫ x
0

a(s) ds (x ⩾ 0).
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证明: 在不等式两边同时乘以 e
∫ x
0

a(s) ds, 得

e
∫ x
0

a(s) ds dy
dx + a(x)ye

∫ x
0

a(s) ds ⩽ 0,

即
d
(
φ(x)e

∫ x
0

a(s) ds)
dx ⩽ 0.

将上式从 0 到 x 积分得

φ(x)e
∫ x
0

a(s) ds − φ(0) ⩽ 0 ⇒ φ(x) ⩽ φ(0)e−
∫ x
0

a(s) ds.

4. 用常数变易法求解非齐次线性方程 dy
dx + p(x)y = q(x), 即: 假设方程有形如

y = Ce−
∫
p(x) dx 的解, 但其中的常数 C 变易为 x 的一个待定函数 C(x). 然后将这种形

式的解代入原方程, 再去确定 C(x).
解: 因为

y = C(x)e−
∫
p(x) dx,

所以
dy
dx = C ′(x)e−

∫
p(x) dx + C(x)(−p(x))e−

∫
p(x) dx.

即
dy
dx + p(x)y = C ′(x)e−

∫
p(x) dx.

故有
C ′(x)e−

∫
p(x) dx = q(x).

解之得

C(x) =

∫
q(x)e

∫
p(x) dx dx+ C.

代回即得原方程的解为

y = e−
∫
p(x) dx

(
C +

∫
q(x)e

∫
p(x) dx dx

)
.

5. 考虑方程
dy
dx + p(x)y = q(x),

其中 p(x) 和 q(x) 都是以 ω > 0 为周期的连续函数. 试证:
(1) 若 q(x) ≡ 0, 则方程的任一非零解以 ω 为周期, 当且仅当函数 p(x) 的平均值

p̄ =
1

ω

∫ ω

0

p(x) dx = 0.

(2) 若 q(x) 不恒为零, 则方程有唯一的 ω 周期解, 当且仅当 p̄ ̸= 0. 试求出此解.
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证明: (1) 若 q(x) ≡ 0, 则方程的通解为

y = Ce−
∫ x
0

p(s) ds.

从而

y(x) = y(x+ ω) ⇔
∫ x

0

p(s) ds =
∫ x+ω

0

p(s) ds⇔
∫ ω

0

p(x) dx = 0 ⇔ p̄ = 0.

(2) 若 q(x) 不恒为零, 则方程的通解为

y = e−
∫ x
0

p(s) ds
(
C +

∫ x

0

q(s)e
∫ s
0
p(t) dt ds

)
.

下面求常数 C 使得 y(x) 为 ω 周期解, 即

y(x) = y(x+ ω), ∀x ∈ R.

可以断言若 y(x) 是原方程的解且满足 y(0) = y(ω), 则 y(x) 是原方程的 ω 周期解, 事
实上, 若 y(x) 是原方程的解, 则 y(x+ ω) 也是原方程的解, 令 u(x) = y(x+ ω)− y(x),
则 u(x) 是相应齐次线性方程的解, 又因为 u(0) = 0, 故 u(x) ≡ 0.

现将 y(0) = y(ω) 代入通解表达式得

C = e−
∫ ω
0

p(s) ds
(
C +

∫ ω

0

q(s)e
∫ s
0
p(t) dt ds

)
,

解得

C =
1

e
∫ ω
0

p(s) ds − 1

∫ ω

0

q(s)e
∫ s
0
p(t) dt ds.

故方程有唯一的 ω 周期解当且仅当
∫ ω

0
p(s) ds ̸= 0 ⇔ p̄ ̸= 0, 下面求 y(x) 的表达式:

因为
dy(x)

dx + p(x)y(x) = q(x).

在等式两边同时乘以 e
∫ x
0

p(t) dt, 得

e
∫ x
0

p(t) dt dy(x)
dx + e

∫ x
0

p(t) dtp(x)y(x) = e
∫ x
0

p(t) dtq(x).

即
d

dx

(
y(x)e

∫ x
0

p(t) dt
)
= e

∫ x
0

p(t) dtq(x).
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将上式从 x 到 x+ ω 积分, 利用 y(x) 及 p(x) 的周期性得

y(x+ ω)e
∫ x+ω
0

p(t) dt − y(x)e
∫ x
0

p(t) dt = y(x)e
∫ x
0

p(t) dt
(

e
∫ x+ω
x

p(t) dt − 1
)

= y(x)e
∫ x
0

p(t) dt
(

e
∫ ω
0

p(t) dt − 1
)

=

∫ x+ω

x

e
∫ s
0
p(t) dtq(s) ds

从而

y(x) =
1

e
∫ ω
0

p(t) dt − 1

∫ x+ω

x

e
∫ s
x
p(t) dtq(s) ds.

6. 设连续函数 f(x) 在区间 −∞ < x < +∞ 上有界. 证明: 方程

y′ + y = f(x)

在区间 −∞ < x < +∞ 上有并且只有一个有界解, 试求出这个有界解, 并进而证明: 当
f(x) 还是以 ω 为周期的周期函数时, 这个有界解也是一个以 ω 为周期的周期函数.
证明: 方程的通解为

y = e−x

(
C +

∫ x

0

f(s)es ds
)
.

当 x→ −∞ 时, e−x → +∞, 要使得解有界, 必有

C +

∫ x

0

f(s)es ds→ 0 (x→ −∞).

故取

C =

∫ 0

−∞
f(s)es ds.

此时解为

y(x) =

∫ x

−∞
f(s)es−x ds.

因为 f(x) 有界, 所以存在 M > 0, 使得 |f(x)| ⩽M(∀x ∈ R), 故

|y(x)| ⩽M

∫ x

−∞
es−x ds =M.

说明 y(x) 的确是有界解. 当 f(x) 以 ω 为周期时, 有

y(x+ ω) =

∫ x+ω

−∞
f(s)es−(x+ω) ds (Let t = s− ω)

=

∫ x

−∞
f(t)et−x dt

= y(x),
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所以 y(x) 也是以 ω 为周期的周期函数.

7. 令集合 H0 = {f(x) | f 是以 2π 为周期的连续函数}, 易知 H0 关于实数域构成
一个线性空间. 对于任意 f ∈ H0, 定义它的模

∥f∥ = max
0⩽x⩽2π

|f(x)|.

证明 H0 是 Banach 空间, 利用下式

y(x) =
1

e2aπ − 1

∫ x+2π

x

e−a(x−s)f(s) ds.

可以在空间 H0 中定义一个变换 φ, 它把 f 变到 y. 试证: φ 是有界线性算子.

证明: 任取 H0 中的 Cauchy 序列 (fn)n⩾1, 则对任意 ϵ > 0, 存在 N > 0, 使得当
m,n > N 时有

∥fm − fn∥ < ϵ,

即
max

0⩽x⩽2π
|fm(x)− fn(x)| < ϵ.

故对于 ∀x ∈ R, (fn(x))n⩾1 是 R 中的 Cauchy 序列, 故收敛, 记为 fn(x) → f(x), 这样
就得到了一个函数 f : R → R, 容易验证 f(x) 是 2π 周期函数, 且

∥fn − f∥ = max
0⩽x⩽2π

|fn(x)− f(x)| → 0 (n→ ∞).

故 fn → f (n→ ∞), 所以 H0 是 Banach 空间, 下面证明 φ 是有界线性算子: 线性性显
然, 有界性如下

∥φ(f)∥ = max
0⩽x⩽2π

∣∣∣∣ 1

e2aπ − 1

∫ x+2π

x

e−a(x−s)f(s) ds
∣∣∣∣

⩽ ∥f∥ ·
∣∣∣∣ 1

e2aπ − 1

∫ x+2π

x

e−a(x−s) ds
∣∣∣∣ = 1

a
∥f∥.

2.4 初等变换法

1. 求解下列微分方程:
(1) y′ = 2y − x

2x− y
;

(2) y′ = 2y − x+ 5

2x− y − 4
;
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(3) y′ = x+ 2y + 1

2x+ 4y − 1
;

(4) y′ = x3y3 − xy.

解: (1) 令 u = y
x
, 则

dy
dx = u+ x

du
dx =

2u− 1

2− u
.

当 u ̸= ±1 时, 上式化为
2− u

u2 − 1
du =

1

x
dx.

积分得 y − x = C(x + y)3 (C ̸= 0), 当 u = 1 时, 特解 y = x 可以令 C = 0 合并到
通解之中, 当 u = −1 时特解为 x + y = 0. 综上, 原方程的通解为 y − x = C(x + y)3

(C ∈ R), 特解为 x+ y = 0.

(2) 令

2β − α+ 5 = 0

2α− β − 4 = 0
, 解得 α = 1, β = −2, 故作变量代换

x = ξ + 1

y = η − 2
, 则

原方程化为
dη
dξ =

2η − ξ

2ξ − η
.

由 (1) 知上述方程的通解为 η − ξ = C(ξ + η)3 (C ∈ R), 特解为 ξ + η = 0, 因此原方程
的通解为 y − x+ 3 = C(x+ y + 1)3 (C ∈ R), 特解为 x+ y + 1 = 0.

(3) 令 v = x+ 2y, 则原方程化为

dv
dx = 1 + 2

v + 1

2v − 1
=

4v + 1

2v − 1
.

当 4v + 1 ̸= 0 时, 上述方程等价于

2v − 1

4v + 1
dv = dx.

积分并代回原变量得通解 8y − 4x − 3 ln |4x + 8y + 1| = C, 当 4v + 1 = 0 时, 得特解
4x+ 8y + 1 = 0.

(4) 此方程为伯努利方程, 当 y ̸= 0 时, 在方程两边同时乘以 −2y−3, 得

−2y−3y′ = −2x3 + 2xy−2.

令 u = y−2, 则上式化为
du
dx = −2y−3 dy

dx = 2xu− 2x3.
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解得

u(x) = e
∫
2x dx

(
C +

∫
−2x3e

∫
−2x dx dx

)
= Cex2

+ x2 + 1.

代回变量即得原方程的通解为 y2 =
(
Cex2

+ x2 + 1
)−1

, 另外 y = 0 为特解.

2. 利用适当的变换, 求解下列方程:
(1) y′ = cos(x− y);
(2) (3uv + v2) du+ (u2 + uv) dv = 0;

(3) (x2 + y2 + 3)
dy
dx = 2x

(
2y − x2

y

)
;

(4) dy
dx =

2x3 + 3xy2 − 7x

3x2y + 2y3 − 8y
.

解: (1) 令 u = x− y, 则
du
dx = 1− cosu.

当 1− cosu ̸= 0, 即 x− y ̸= 2kπ (k ∈ Z) 时, 上述方程化为

du
1− cosu = dx.

积分并代回原变量得通解为 cot x−y
2

+x+C = 0,当 1−cosu = 0时,有特解 y = x+2kπ

(k ∈ Z).
(2) 可以用齐次方程的标准解法求解, 但是也可以用积分因子法, 在方程两边同时乘

以 u, 得
(3u2v + uv2) du+ (u3 + u2v) dv = 0.

分组得

(3u2v du+ u3 dv) + (uv2 du+ u2v dv) = d
(
u3v +

1

2
u2v2

)
= 0.

故通解为 u3v + 1
2
u2v2 = C.

(3) 原方程等价于
2y dy
2x dx =

4y2 − 2x2

x2 + y2 + 3
,

即
dy2
dx2 =

4y2 − 2x2

x2 + y2 + 3
.

令 v = x2, u = y2, 则上述方程化为

du
dv =

4u− 2v

u+ v + 3
.
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令

4u− 2v = 0

u+ v + 3 = 0
, 解得 u = −1, v = −2, 故作变换

v = ξ − 2

u = η − 1
, 则方程化为

dη
dξ =

4η − 2ξ

η + ξ
.

令 β = η
ξ
, 则当 β ̸= 1 且 β ̸= 2 时,

dη
dξ = β + ξ

dβ
dξ =

4β − 2

β + 1
⇒ β + 1

(β − 1)(β − 2)
dβ = −1

ξ
dξ.

积分并代回原变量得 (y2 − 2x2 − 3)
3
= C (y2 − x2 − 1)

2
(C ̸= 0). 当 β = 1 时, 得特

解 y2 = x2 + 1, 当 β = 2 时, 得特解 y2 − 2x2 − 3 = 0, 显然这个特解可以合并到通解
之中. 综上所述, 原方程的通解为 (y2 − 2x2 − 3)

3
= C (y2 − x2 − 1)

2
(C ∈ R), 特解为

y2 = x2 + 1.
(4) 原方程等价于

dy2
dx2 =

2x2 + 3y2 − 7

3x2 + 2y2 − 8
.

令 v = x2, u = y2, 则上述方程化为

du
dv =

3u+ 2v − 7

2u+ 3v − 8
.

令

v = ξ + 2

u = η + 1
, 则

dη
dξ =

3η + 2ξ

2η + 3ξ
.

令 β = η
ξ
, 则当 β ̸= ±1 时,

β + ξ
dβ
dξ =

3β + 2

2β + 3
⇒ 2β + 3

β2 − 1
dβ =

−2

ξ
dξ.

积分并代回原变量得 (y2 − x2 + 1)5 = C(x2 + y2 − 3) (C ̸= 0). 当 β = 1 时, 得特解
y2−x2+1 = 0,显然此特解可合并到通解之中,当 β = −1时得特解 x2+y2−3 = 0.

3. 求解下列微分方程:
(1) y′ = −y2 − 1

4x2
;

(2) x2y′ = x2y2 + xy + 1.



2.4 初等变换法 26

解: (1) 这是 Riccati 方程, 由定理 2.3 中的做法, 令 z = xy, 则原方程化为

dz
dx =

− 1
4
+ z − z2

x
=

−
(
z − 1

2

)2
x

.

当 z = 1
2
时得特解 y = 1

2x
, 当 z ̸= 1

2
时, 上述方程化为

dz
−
(
z − 1

2

)2 =
dx
x
.

积分得通解为 y = 1
2x

+ 1
Cx+x ln |x| .

(2) 这是 Riccati 方程, 容易观察出一个特解为 y = − 1
x
, 令 y = u− 1

x
, 其中 u 是新

的未知函数, 则

dy
dx =

du
dx +

1

x2
=

(
u− 1

x

)2

+
1

x

(
u− 1

x

)
+

1

x2
= u2 − u

x
+

1

x2
.

故
du
dx +

u

x
= u2.

这是伯努利方程, 当 u = 0 时, 得特解 xy + 1 = 0; 当 u ̸= 0 时, 在方程两边同时乘以
−u−2, 得

−u−2 du
dx − u−1

x
= −1.

令 z = u−1, 则上述方程化为一阶线性方程

dz
dx − z

x
= −1.

解得

z = e
∫

1
x dx

(
C +

∫
−e−

∫
1
x dx dx

)
= |x|

(
C +

∫
−1

|x|
dx
)

= |x| (C − sgnx · ln |x|) = Cx− x ln |x|.

故原方程的通解为 y = − 1
x
+ 1

Cx−x ln |x| .

4. 试把二阶微分方程
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

化成一个里卡蒂方程.
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解: 令 y = e
∫
u dx, 即得 Riccati 方程

u′ + u2 + p(x)u+ q(x) = 0.

5. 求一曲线, 使得过这曲线上任意点的切线与该点向径的夹角等于 π
4
.

解: 设曲线方程为 y = y(x), 则

tan π
4
=

dy
dx − y

x

1 + dy
dx

y
x

= 1 ⇒ dy
dx =

x+ y

x− y
.

解得 2 arctan y
x
− ln(x2 + y2) = C.

6. 探照灯的反光镜 (旋转曲面) 应具有何种形状, 才能使点光源发射的光束反射成
平行线束.

解: 设所求曲面由曲线 y = y(x) (y ⩾ 0) 绕 x 轴旋转而成, 并且不妨将点光源置于
原点, 且平行光线沿 x 轴正方向射出 (所以下面要保证 dy

dx > 0), 则由几何关系得

dy
dx =

y
x
− dy

dx

1 + y
x

dy
dx
.

化简为
y

x

(
dy
dx

)2

+ 2
dy
dx − y

x
= 0.

故

dy
dx =

−1±
√
1 +

(
y
x

)2
y
x

=
−x± sgnx ·

√
x2 + y2

y
.

为了使得 dy
dx > 0, 取

dy
dx =

−x+
√
x2 + y2

y
.

当 x > 0 时, 上述方程等价于

dy
dx =

−1 +

√
1 +

(
y
x

)2
y
x

.

令 u = y
x
, 则

u+ x
du
dx =

−1 +
√
1 + u2

u
⇒ u

1 + u2 −
√
1 + u2

du = − 1

x
dx.
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积分并代回原变量得通解 y2 = C(2x+ C) (C > 0, x > 0).
当 x < 0 时, 上述方程等价于

dy
dx =

−1−
√
1 +

(
y
x

)2
y
x

.

令 u = y
x
, 则

u+ x
du
dx =

−1−
√
1 + u2

u
⇒ u

1 + u2 +
√
1 + u2

du = − 1

x
dx.

积分并代回原变量得通解 y2 = C(2x+ C) (C > 0,−C/2 ⩽ x < 0).
综上, 原方程的通解为 y2 = C(2x + C) (C > 0, x ⩾ −C/2), 因此旋转曲面的方程

为 y2 + z2 = C(2x+ C) (C > 0), 由此可知该曲面是一个旋转抛物面.

2.5 积分因子法 (Integrating Factor)

1. 求解下列微分方程:
(1) (3x2y + 2xy + y3) dx+ (x2 + y2) dy = 0;
(2) y dx+ (2xy − e−2y) dy = 0;

(3)
(
3x+

6

y

)
dx+

(
x2

y
+

3y

x

)
dy = 0;

(4) y dx− (x2 + y2 + x) dy = 0;
(5) 2xy3 dx+ (x2y2 − 1) dy = 0;
(6) y(1 + xy) dx− x dy = 0;
(7) y3 dx+ 2(x2 − xy2) dy = 0;
(8) ex dx+ (ex cot y + 2y cos y) dy = 0.

解: (1) 因为 1
Q

(
∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)
= 3, 故取积分因子 µ(x) = e3x, 得全微分方程:

e3x(3x2y + 2xy + y3) dx+ e3x(x2 + y2) dy = 0,

即

d
(

e3xx2y + 1

3
e3xy3

)
= 0.

故通解为 e3x(3x2y + y3) = C.
(2) 因为 1

P

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
= 2− 1

y
, 故取积分因子 µ(y) = e2y

y
, 得全微分方程:

e2y dx+

(
2xe2y − 1

y

)
dy = 0,
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即
d
(
xe2y − ln |y|

)
= 0.

故通解为 xe2y − ln |y| = C, 另外特解为 y = 0.
(3) 在方程两边同时乘以 xy, 得

3x2y dx+ 6x dx+ x3 dy + 3y2 dy = 0,

即
d(x3y + y3 + 3x2) = 0.

故通解为 x3y + y3 + 3x2 = C.
(4) 在方程两边同时乘以 1

x2+y2 , 得

y dx− x dy
x2 + y2

− dy = d
(
− arctan y

x
− y
)
= 0.

故通积分为 arctan y
x
+ y = C (或者写成 arctan x

y
− y = C), 另有特解 y = 0.

(5) 因为 1
P

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
= −2

y
, 故取积分因子 µ(y) = e−

∫
2
y dy = 1

y2 , 得全微分方程:

2xy dx+ x2 dy − 1

y2
dy = d

(
x2y +

1

y

)
= 0.

故通解为 x2y + 1
y
= C, 另外有特解 y = 0.

(6) 因为 1
P

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
= −2

y
, 故取积分因子 µ(y) = e−

∫
2
y dy = 1

y2 , 得全微分方程:

(
1

y
+ x

)
dx− x

y2
dy = d

(
1

2
x2 +

x

y

)
= 0.

故通解为 1
2
x2 + x

y
= C, 另外有特解 y = 0.

(7) 设方程有积分因子 µ = xmyn, 则得全微分方程:

xmyn+3 dx+ 2(xm+2yn − xm+1yn+2) dy = 0.

于是
∂ (xmyn+3)

∂y
=
∂ (2 (xm+2yn − xm+1yn+2))

∂x
.

即
(n+ 3)xmyn+2 = 2(m+ 2)xm+1yn − 2(m+ 1)xmyn+2.
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比较系数得 2(m+ 2) = 0, n+ 3 = −2(m+ 1), 解得 m = −2, n = −1, 故方程有积分因
子 µ = 1

x2y
, 因而得全微分方程:

y2

x2
dx+ 2

(
1

y
− y

x

)
dy = d

(
ln y2 − y2

x

)
= 0.

故通解为 ln y2 − y2

x
= C, 另外有特解 x = 0, y = 0.

注: 对于 P (x, y) 和 Q(x, y) 都是关于 x, y 的多项式的情形, 使用这种方法比较好.
(8) 因为 1

P

(
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
= cot y, 故取积分因子 µ(y) = sin y, 得全微分方程:

ex sin y dx+ (ex cos y + 2y sin y cos y) dy = d
(

ex sin y + 1

4
sin 2y − 1

2
y cos 2y

)
= 0.

故通解为 ex sin y + 1
4

sin 2y − 1
2
y cos 2y = C.

2. 证明方程 P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 有形如 µ = µ(φ(x, y)) 的积分因子的充要
条件是

∂P
∂y

− ∂Q
∂x

Q∂φ
∂x

− P ∂φ
∂y

= f(φ(x, y))

并写出这个积分因子. 然后将结果应用到下述各种情形, 得出存在每一种类型积分因子
的充要条件:

(1) µ = µ(x± y);
(2) µ = µ(x2 + y2);
(3) µ = µ(xy);
(4) µ = µ( y

x
);

(5) µ = µ(xαyβ).

证明:

有积分因子 µ = µ(φ(x, y))

⇐⇒ ∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x

⇐⇒
(
Q
∂φ

∂x
− P

∂φ

∂y

)
dµ
ds

∣∣∣∣
s=φ(x,y)

=

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
µ

⇐⇒
∂P
∂y

− ∂Q
∂x

Q∂φ
∂x

− P ∂φ
∂y

=
1

µ

dµ
ds

∣∣∣∣
s=φ(x,y)

=: f(φ(x, y)).

此时有积分因子 µ = e
∫
f(s) ds|s=φ(x,y), 于是
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(1) 有积分因子 µ = µ(x± y) ⇐⇒
∂P
∂y − ∂Q

∂x

Q∓P
= f(x± y);

(2) 有积分因子 µ = µ(x2 + y2) ⇐⇒
∂P
∂y − ∂Q

∂x

2xQ−2yP
= f(x2 + y2);

(3) 有积分因子 µ = µ(xy) ⇐⇒
∂P
∂y − ∂Q

∂x

yQ−xP
= f(xy);

(4) 有积分因子 µ = µ( y
x
) ⇐⇒

∂P
∂y − ∂Q

∂x

− y

x2 Q− 1
xP

= f( y
x
);

(5) 有积分因子 µ = µ(xαyβ) ⇐⇒
∂P
∂y − ∂Q

∂x

α
x Q− β

y P
= f(xαyβ).

3. 证明齐次方程 P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 有积分因子 µ = 1
xP+yQ

.

证明: (证法 1) 设 P (x, y) 和 Q(x, y) 是 m 次齐次函数, 即

P (tx, ty) = tmP (x, y), Q(tx, ty) = tmQ(x, y).

两边对 t 求导并取 t = 1, 得

x
∂P

∂x
+ y

∂P

∂y
= mP, x

∂Q

∂x
+ y

∂Q

∂y
= mQ.

为了证明 1
xP+yQ

是齐次方程的积分因子, 只需要证明

∂

∂y

(
P

xP + yQ

)
=

∂

∂x

(
Q

xP + yQ

)
.

通过计算可得

∂

∂y

(
P

xP + yQ

)
− ∂

∂x

(
Q

xP + yQ

)

=

∂P
∂y

(xP + yQ)− P
(
x∂P

∂y
+Q+ y ∂Q

∂y

)
(xP + yQ)2

−
∂Q
∂x

(xP + yQ)−Q
(
P + x∂P

∂x
+ y ∂Q

∂x

)
(xP + yQ)2

=
1

(xP + yQ)2

[
Q

(
x
∂P

∂x
+ y

∂P

∂y

)
− P

(
y
∂Q

∂y
+ x

∂Q

∂x

)]
=

1

(xP + yQ)2
(mQP −mPQ) = 0.

故 µ = 1
xP+yQ

是积分因子.
(证法 2) 设 P (x, y) 和 Q(x, y) 是 m 次齐次函数, 即

P (tx, ty) = tmP (x, y), Q(tx, ty) = tmQ(x, y).
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令 y = ux, 则 dy = u dx+ x du, 于是方程变为

P (x, y) dx+Q(x, y) dy

= P (x, ux) dx+Q(x, ux)(u dx+ x du)

= xm [P (1, u) + uQ(1, u)] dx+ xm+1Q(1, u) du = 0.

上式为变量分离的方程, 有积分因子

µ =
1

xm+1[P (1, u) + uQ(1, u)]
.

将 u = y
x
代回, 即得原方程有积分因子 µ = 1

xP+yQ
.

4. 证明定理 2.6 及其逆定理: 在定理 2.6 的假定下, 若 µ1 是微分方程 P (x, y) dx+
Q(x, y) dy = 0 的另一个积分因子, 则 µ1 必可表为 µ1 = µg(Φ) 的形式, 其中函数 g 和
Φ 的意义与在定理 2.6 中的相同.

证明: 由

µ(x, y)g(Φ(x, y))P (x, y) dx+ µ(x, y)g(Φ(x, y))Q(x, y) dy

=g(Φ(x, y)) dΦ(x, y) = dG(Φ(x, y))

即证, 其中 G(s) =
∫
g(s) ds. 下面证明其逆定理:

设
µ1P (x, y) dx+ µ1Q(x, y) dy = dΨ.

因为
D[Φ, Ψ ]

D[x, y]
=

∣∣∣∣∣ µP µQ

µ1P µ1Q

∣∣∣∣∣ = 0,

所以 Φ 和 Ψ 函数相关, 故
µ1

µ
=

dΨ
dΦ

可以表示为 Φ 的函数.

5. 设函数 P (x, y), Q(x, y), µ1(x, y) 和 µ2(x, y) 都是连续可微的, µ1 和 µ2 是微分
方程

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0

的两个积分因子,而且 µ1

µ2
不恒为常数. 试证: µ1(x,y)

µ2(x,y)
= C 是方程 P (x, y) dx+Q(x, y) dy-

= 0 的一个通积分.
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证明: 先证明一个引理: 设 P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 是恰当方程, 且 µ(x, y) ̸= C

为其积分因子, 则 µ(x, y) = C 是其一个通解. 事实上, 因为 µ(x, y) 为其积分因子, 所以

∂

∂y
(µP ) =

∂

∂x
(µQ).

即

P
∂µ

∂y
+ µ

∂P

∂y
= Q

∂µ

∂x
+ µ

∂Q

∂x
.

又因为 ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

, 故

P
∂µ

∂y
= Q

∂µ

∂x
.

在原方程两边同时乘以 ∂µ
∂y

, 得

P
∂µ

∂y
dx+Q

∂µ

∂y
dy = Q

(
∂µ

∂x
dx+

∂µ

∂y
dy
)

= Q dµ = 0 ⇒ µ(x, y) = C.

故 µ(x, y) = C 是其一个通解, 引理证毕. 下证本题定理:
因为 µ1, µ2 是 P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 两个积分因子, 故 µ1P (x, y) dx +

µ1Q(x, y) dy = 0 为恰当方程, 且 µ2

µ1
̸= C 为其积分因子, 故由引理结论知 µ1(x,y)

µ2(x,y)
= C

是方程 P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 的一个通积分.

2.6 应用举例

1. 求下列各曲线族的正交轨线族:
(1) x2 + y2 = Cx;
(2) xy = C;
(3) y2 = ax3;
(4) x2 + C2y2 = 1.

解: (1) 联立 x2 + y2 = Cx 与 (2x− C) dx+ 2y dy = 0, 消去 C 得曲线族满足微分
方程 dy

dx = y2−x2

2xy
, 故正交曲线族的微分方程为

dy
dx =

2xy

x2 − y2
.

解得 x2 + y2 = Ky (K ̸= 0).
(2)曲线族 xy = C 满足的微分方程为 y dx+x dy = 0, 故正交曲线族的微分方程为

−x dx+ y dy = 0.
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解得 x2 − y2 = K.
(3) 联立 y2 = ax3 与 2y dy = 3ax2 dx, 消去 a 得曲线族满足微分方程 3y dx −

2x dy = 0, 故正交曲线族的微分方程为

2x dx+ 3y dy = 0.

解得 x2 + 3
2
y2 = K.

(4) 联立 x2 + C2y2 = 1 与 2x dx + 2C2y dy = 0, 消去 C2 得曲线族满足微分方程
xy dx− (x2 − 1) dy = 0, 故正交曲线族的微分方程为

(x2 − 1) dx+ xy dy = 0.

解得 x2 + y2 − lnx2 = K, 特解 x = 0.

2. 求与下列各曲线族相交成 π
4
角的曲线族:

(1) x− 2y = C;
(2) xy = C;
(3) y = x ln ax;
(4) y2 = 4ax.

解: (1)

tan π
4
=

y′ − y′1
1 + y′y′1

= 1 ⇒ y′1 =
y′ − 1

y′ + 1
=

1

2
⇒ y′ = 3.

积分得等角轨线族为 y = 3x+K.
(2) xy = C 满足的微分方程为 y dx+ x dy = 0, 故

y′1 =
y′ − 1

y′ + 1
= −y

x
⇒ (x− y) dx− (x+ y) dy = 0.

积分得等角轨线族为 x2 − y2 − 2xy = K.
(3) 联立 y = x ln ax 与 dy = (ln ax+ 1) dx 消去 a 得曲线族 y = x ln ax 满足微分

方程 dy
dx = y

x
+ 1, 故

y′1 =
y′ − 1

y′ + 1
=
x+ y

x
⇒ dy

dx =
−2x

y
− 1.

积分得等角轨线族为 ln(y2 + xy + 2x2)− 2√
7

arctan 2y+x√
7x

= K.
(4) y2 = 4ax 满足的微分方程为 y dx− 2x dy = 0, 故

y′1 =
y′ − 1

y′ + 1
=

y

2x
⇒ dy

dx =
2x+ y

2x− y
.

积分得等角轨线族为 ln(y2 − xy + 2x2)− 6√
7

arctan 2y−x√
7x

= K.
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3. 给定双曲线族 x2−y2 = C (其中 C 是任意常数). 设有一个动点 P 在平面 (x, y)

上移动, 它的轨迹与和它相交的每条双曲线均成 π
6
角, 又设此动点从 P0(0, 1) 出发, 求

出动点的轨迹.

解: 双曲线族 x2 − y2 = C 满足的微分方程为 x dx − y dy = 0, 设动点的轨迹方程
为 y = y(x), 则

tan π
6
=

√
3

3
=

y′ − y′1
1 + y′y′1

.

从上式解得

y′1 =

√
3y′ − 1

y′ +
√
3

=
x

y
⇒ dy

dx =

√
3x+ y√
3y − x

.

令 u = y
x
, 则

u+ x
du
dx =

√
3 + u√
3u− 1

⇒

(
1
2

u−
√
3
+

√
3
2√

3u+ 1

)
du = − 1

x
dx.

积分得
√
3y2 − 2xy −

√
3x2 = C ̸= 0, 代入初值 P0(0, 1) 得 C =

√
3, 故动点轨迹方程为

√
3(x2 − y2 + 1) + 2xy = 0.

4. (追线) 设在 Oxy 平面上, 有某物 P 从原点 O 出发, 以常速 a > 0 沿 x 轴的正
方向运动. 同时又有某物 Q 以常速 b 从点 (0, 1) 出发追赶 P . 设 b > a, 且 Q 的运动方
向永远指向 P . 试求 Q 的运动轨迹与追上 P 的时间.

解: 设点 Q 的运动轨迹方程为 y = y(x), 记某时刻 Q 的坐标为 (x, y(x)), 则相应地
点 P 的坐标为

(
x− y(x)

y′(x)
, 0
)

, 由时间关系得

∫ x

0

√
1 + (y′(t))2 dt

b
=
x− y(x)

y′(x)

a
.

将上式对 x 求导得

1

b

√
1 + (y′(x))2 =

1

a

(
1− (y′(x))2 − y(x)y′′(x)

(y′(x))2

)
=
y(x)y′′(x)

a(y′(x))2
.

即
a

b

√
1 + (y′)2 =

yy′′

(y′)2
.

令 p = y′, 则 y′′ = dp
dx = dp

dy
dy
dx = pdp

dy , 从而上式化为

a

b

√
1 + p2 =

ypdp
dy

p2
⇒ dp

p
√
1 + p2

=
a

b

dy
y
.
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注意到 p < 0, 故

a

b

dy
y

=
− 1

p2 dp√
1 +

(
1
p

)2 =
d
(

1
p

)
√
1 +

(
1
p

)2 .
积分得

ln

1

p
+

√
1 +

(
1

p

)2
 =

a

b
(ln y + lnC).

因此

1

p
+

√
1 +

(
1

p

)2

= (Cy)
a
b .

当 y = 1 时, 1
p
= 0, 故代入初值条件得 C = 1, 故

1

p
+

√
1 +

(
1

p

)2

= y
a
b .

取倒数得

−1

p
+

√
1 +

(
1

p

)2

= y−
a
b .

两式相减可得变量分离的方程

dx =
1

2

(
y

a
b − y−

a
b

)
dy.

积分得

x =
b

2(a+ b)
y

a+b
b − b

2(b− a)
y

b−a
b + C1.

代入初值条件 (x, y) = (0, 1) 得 C1 =
ab

b2−a2 , 故点 Q 的运动轨迹为

x =
b

2(a+ b)
y

a+b
b − b

2(b− a)
y

b−a
b +

ab

b2 − a2
.

当 Q 追上 P 时, 重合点的横坐标为 x1 =
ab

b2−a2 , 故时间为 t = x1

a
= b

b2−a2 .

我们可以在本题的基础上讨论更一般的问题: 在正 n 边形的每个顶点上分别有一
个物体, 按逆时针方向每一个物体都以不变的速度 v 跟踪与它相邻的物体, 那么如何求
每个物体的运动轨迹.
以 n = 4 为例, 设 t = 0 时四个物体 A,B,C 和 D 分别在二维平面上的 (1, 1),

(−1, 1), (−1,−1) 和 (1,−1) 处, 从此刻开始 A,B,C,D 分别以不变的速度 v 追赶
B,C,D,A. 求物体 A 的运动轨迹.



2.6 应用举例 37

解: 设 A 的轨迹方程为 y = y(x), 记某时刻 A 的坐标为 (x, y(x)), 则此时 B 的坐
标为 (−y(x), x), 由于 A 的运动方向指向 B, 故

y′(x) =
y(x)− x

x+ y(x)
.

此为齐次方程容易解得

2 arctan y
x
+ ln

(
x2 + y2

)
=
π

2
+ ln 2.

5. (逃逸速度) 假设地球的半径为 R = 6437 km, 地面上的重力加速度为 g =

9.8m/s2, 又设质量为 M 的火箭在地面以初速 v0 垂直上升. 假设不计空气阻力和其
他任何星球的引力. 试求火箭的逃逸速度, 即: 使火箭一去不复返的最小初速度 v0.

解: 逃逸速度又称为第二宇宙速度,取沿地球径向向外为正方向,记地球质量为M1,
记火箭的速度函数为 v = v(t), 位移函数为 s = s(t), 则由牛顿第二定律知

M
d2s

dt2 = −GM1M

s2
.

故
d2s

dt2 = −GM1

s2
.

由黄金代换 GM1 = gR2 得

−gR
2

s2
=

dv
dt =

dv
ds

ds
dt = v

dv
ds .

分离变量得

v dv = −gR2 ds
s2
.

积分并代入初值条件得
1

2
v2 =

gR2

s
+

(
1

2
v20 − gR

)
.

要使得火箭从地球逃逸, 就必须始终有 v > 0, 因此

1

2
v20 − gR ⩾ 0 =⇒ v0 ⩾

√
2gR = 11.2 km/s.

6. 设某社会的总人数为 N , 当时流行一种传染病, 得病人数为 x. 设传染病人数的
扩大率是与得病人数和未得病人数的乘积成正比. 试讨论传染病人数的发展趋势, 并以
此解释对传染病人进行隔离的必要性.
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解: 设比例常数为 k, 则依题意得

dx
dt = kx(N − x).

上式为变量分离的方程, 容易解得 x(t) = CNekNt

1+CekNt , 当 t→ +∞ 时, x(t) → N , 因此对传
染病人进行隔离是有必要的.



第
3
章

存在和唯一性定理

3.1 皮卡存在和唯一性定理

1. 利用右端函数的性质讨论下列微分方程满足初值条件 y(0) = 0 的解的唯一性问
题:

(1) dy
dx = |y|α (常数 α > 0);

(2) dy
dx =

0, 当 y = 0,

y ln |y|, 当 y ̸= 0.

解: (1) 显然 y = 0 是满足初值条件的解, 当 0 < α < 1 时, 由下式∫ y

0

dy
|y|α

= x

确定的函数 Φ(x, y) 是满足初值条件的解, 且当 x ̸= 0 时, y ̸= 0, 故此时解不唯一.
当 α ⩾ 1 时, 满足初值条件的解是唯一的, 用反证法, 假设还存在另一解 y =

1y(x), y(0) = 0, 则必存在 x0 和 ϵ使得 y(x0) = 0, 且当 x0 < x < x0+ ϵ时, y(x) ̸= 0, 故

1

|y(x)|α
dy(x)

dx = 1, x0 < x < x0 + ϵ.

因此 ∫ y(x)

0

dy
|y|α

=

∫ x

x0

1

|y(x)|α
dy(x)

dx dx = x− x0 <∞.

矛盾, 故满足初值条件的解是唯一的. 综上, 当 0 < α < 1 时, 解不唯一; 当 α ⩾ 1 时, 解
唯一.

39
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(2) 显然 y = 0 是满足初值条件的解. 下面用反证法证明满足初值条件的解是唯
一的, 假设还存在另一解 y = y(x), y(0) = 0, 则必存在 x0 和 ϵ 使得 y(x0) = 0, 且当
x0 < x < x0 + ϵ 时, y(x) ̸= 0, 故

1

y(x) ln |y(x)|
dy(x)

dx = 1, x0 < x < x0 + ϵ.

因此 ∫ y(x)

0

dy
y ln |y|

=

∫ x

x0

1

y(x) ln |y(x)|
dy(x)

dx dx = x− x0 <∞.

矛盾, 故满足初值条件的解是唯一的.

2. 试求初值问题:
dy
dx = x+ y + 1, y(0) = 0

的皮卡序列, 并由此取极限求解.

解: 利用皮卡序列迭代公式

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, yn(x)) dx,

知

y1(x) =

∫ x

0

(x+ 1) dx =
1

2
x2 + x,

y2(x) =

∫ x

0

(
1

2
x2 + 2x+ 1

)
dx =

x3

3!
+ x2 + x,

y3(x) =

∫ x

0

(
x3

3!
+ x2 + 2x+ 1

)
dx =

x4

4!
+
x3

3
+ x2 + x,

y4(x) =

∫ x

0

(
x4

4!
+
x3

3
+ x2 + 2x+ 1

)
dx =

x5

5!
+
x4

12
+
x3

3
+ x2 + x.

观察规律并用归纳法可证得

yn(x) =
xn+1

(n+ 1)!
+

2xn

n!
+

2xn−1

(n− 1)!
+ · · ·+ 2x2

2
+ x.

故
lim
n→∞

yn(x) = 2ex − x− 2.

3. 设连续函数 f(x, y) 对 y 是递减的, 则初值问题 (E) 在右侧 (即 x ⩾ x0) 的解是
唯一的. (试问: 在左侧 (即 x ⩽ x0) 的解是否唯一? 能举一个反例吗?)
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证明: (反证法) 假设初值问题有两个解 y1(x) 和 y2(x), 且存在 x1 > x0 使得
y1(x1) ̸= y2(x1), 不妨设 y1(x1) > y2(x1), 记

x̄ = sup{x0 ⩽ x < x1 : y1(x) = y2(x)}.

显然有 x0 ⩽ x̄ < x1, 令 r(x) = y1(x)− y2(x), 则 r(x̄) = 0 且当 x̄ < x < x1 时 r(x) > 0,
又

r′(x) = y′1(x)− y′2(x) = f(x, y1(x))− f(x, y2(x)) < 0, x̄ < x < x1,

所以 r(x) ⩽ 0 (x̄ < x < x1), 矛盾, 故假设不成立, 即证初值问题在右侧的解是唯一的,
左侧的解不唯一, 例如方程 dy

dx = − 3
2
y

1
3 , 其解为 y2 = (−x + C)3 以及特解 y = 0, 显然

过 x 轴上每一点的左侧解不是唯一的.
注: 若 f(x, y)对 y是递增的,同理可以证明初值问题 (E)在左侧的解是唯一的.

3.2 佩亚诺存在定理

1. 利用 Ascoli 引理证明: 若一函数序列在有限区间 I 上是一致有界和等度连续的,
则在 I 上它至少有一个一致收敛的子序列.

证明: 若 I = [a, b] 是有界闭区间, 则即为 Ascoli 定理, 下面假设函数序列 {fn(x)}
在有界开区间 (a, b) 上是一致有界和等度连续的, 即假设:

(i) (一致有界) 存在正常数 M > 0, 使得

|fn(x)| ⩽M, ∀x ∈ (a, b), ∀n = 1, 2, · · ·

(ii) (等度连续) 对任意 ϵ > 0, 存在 δ = δ(ϵ) > 0, 使得 ∀x1, x2 ∈ (a, b), 当
|x1 − x2| < δ 时, 有

|fn(x1)− fn(x2)| < ϵ, ∀n = 1, 2, · · ·

由 Cauchy 收敛原理知 limx→a+ fn(x) 存在等价于

∀ϵ > 0, ∃δ > 0, ∀x1, x2 ∈ {x | 0 < x− a < δ}, |fn(x1)− fn(x2)| < ϵ.

结合 {fn(x)} 等度连续知对于每一个 n, 单侧极限 lim
x→a+

fn(x) 存在, 同理单侧极限

lim
x→b−

fn(x) 存在. 定义函数序列

Fn(x) =


lim

x→a+
fn(x), x = a,

fn(x), x ∈ (a, b),

lim
x→b−

fn(x), x = b.

n = 1, 2, · · ·
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则 {Fn(x)}在闭区间 [a, b]上一致有界且等度连续, 因此其在区间 [a, b]上至少有一个一
致收敛的子序列, 由此可知 {fn(x)} 在 (a, b) 上至少有一个一致收敛的子序列.

2. 试举例说明, 当 I 是无限区间时上面的结论不成立.

解: 取定义在 [0,+∞) 上的函数序列

fn(x) =

 x
n
, 0 ⩽ x ⩽ n,

1, x > n.

容易验证 {fn(x)} 是一致有界且等度连续的, 下面证明 {fn(x)} 没有一致收敛的子序列
{fnk

(x)}, 首先若 {fnk
(x)} 一致收敛, 则必收敛到 0, 但是

lim
k→∞

d(fnk
, 0) = lim

k→∞
sup

x∈[0,+∞)

|fnk
(x)− 0| = 1 ̸= 0.

矛盾, 故 {fn(x)} 没有一致收敛的子序列.

3. 我们知道: 皮卡序列满足 Ascoli 引理的条件. 试问: 能用皮卡序列来证明佩亚诺
的存在定理吗? 说明理由.

解: 不能. 因为在定义皮卡序列的积分式中:

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, yn(x)) dx.

yn+1(x) 通过 yn(x) 表示出来, 一旦限制在子序列上, 这种表示法就失效了.

4. 对于与初值问题 (E) 等价的积分方程

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, y(x)) dx.

在区间 I = [x0, x0 + h] 上 (其中正数 h 的意义同定理 3.3) 构造序列 yn(x) 如下: 任给
正整数 n, 令 xk = x0 + kdn, 其中 dn = h/n, k = 0, 1, · · · , n. 则分点

x0, x1, x2, · · · , xn(= x0 + h)

把区间 I 分成 n 等份. 我们从 [x0, x1] 到 [x1, x2], 再从 [x1, x2] 到 [x2, x3], · · · , 最后从
[xn−2, xn−1] 到 [xn−1, x0 + h] 用递推法定义下面的函数:

yn(x) =

y0, 当 x ∈ [x0, x1];

y0 +
∫ x−dn

x0
f(s, yn(s)) ds, 当 x ∈ [x1, x0 + h].
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称序列
y1(x), y2(x), · · · , yn(x), · · · (x ∈ I)

为 Tonelli 序列, 试用 Tonelli 序列和 Ascoli 引理证明佩亚诺存在定理.

证明: 由定义式可知 yn(x) 是通过如下递推得到的:
当 x ∈ [x0, x1] 时,

yn(x) = y0.

当 x ∈ [x1, x2] 时,

yn(x) = y0 +

∫ x−dn

x0

f(s, yn(s)) ds = y0 +

∫ x−dn

x0

f(s, y0) ds.

当 x ∈ [x2, x3] 时,

yn(x) = y0 +

∫ x−dn

x0

f(s, yn(s)) ds = y0 +

∫ x1

x0

f(s, y0) ds+
∫ x−dn

x1

f(s, yn(s)) ds,

其中上式中最右侧积分式里的 yn(s) 为当 x ∈ [x1, x2] 时已经得到的 yn(x).
这样不断地递推下去, 即可得到 yn(x) 在区间 [x0, x0 + h] 上面的表达式, 容易验证

{yn(x)} 在 [x0, x0 + h] 上连续, 且由 yn(x)− y0 = 0, x ∈ [x0, x1] 和

|yn(x)− y0| =
∣∣∣∣∫ x−dn

x0

f(s, yn(s)) ds
∣∣∣∣ ⩽M(x− dn − x0), x1 ⩽ x ⩽ x0 + h

知 {(x, yn(x)) | x ∈ [x0, x0 + h]} ⊂ R, 从而 (yn(x))n⩾1 一致有界.
对于 ∀x, x̃ ∈ [x0, x0 + h], 不妨设 x < x̃, 则 max{x̃− dn, x0} ⩾ max{x− dn, x0}, 由

定义知

yn(x) = y0 +

∫ max{x−dn,x0}

x0

f(s, yn(s)) ds.

yn(x̃) = y0 +

∫ max{x̃−dn,x0}

x0

f(s, yn(s)) ds.

故

|yn(x̃)− yn(x)| =

∣∣∣∣∣
∫ max{x̃−dn,x0}

max{x−dn,x0}
f(s, yn(s)) ds

∣∣∣∣∣
⩽M(max{x̃− dn, x0} − max{x− dn, x0}) ⩽M(x̃− x).
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因此 {yn(x)} 在区间 [x0, x0 + h] 上等度连续, 由 Ascoli 定理知 (yn(x))n⩾1 有一致收敛
的子序列

(
ynk

(x)
)
k⩾1

, 记 ynk
(x) ⇒ ϕ(x), 在下面定义式中

ynk
(x) = y0 +

∫ max{x−dnk
,x0}

x0

f(s, ynk
(s)) ds,

取极限 k → ∞, 并注意到 max {x− dnk
, x0} → x, 即得

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, ϕ(s)) ds.

故 ϕ(x) 是初值问题 (E) 的一个解.

3.3 解的延伸

1. 利用定理 3.5 证明: 线性微分方程

dy
dx = a(x)y + b(x) (x ∈ I)

的每一个解 y = y(x) 的 (最大) 存在区间为 I, 这里假设 a(x) 和 b(x) 在区间 I 上是连
续的.

证明: 显然
|a(x)y + b(x)| ⩽ |a(x)||y|+ |b(x)|.

令 A(x) = |a(x)| ⩾ 0, B(x) = |b(x)| ⩾ 0, 则 A(x) 和 B(x) 都是 I 上的连续函数, 由定
理 3.5 知每一个解的最大存在区间为 I.

2. 讨论下列微分方程解的存在区间:

(1) dy
dx =

1

x2 + y2
;

(2) dy
dx = y(y − 1);

(3) dy
dx = y sin(xy);

(4) dy
dx = 1 + y2.

解: (1) 因为 1
x2+y2 在区域 R2\ \ {0} 上连续, 故由解的延伸定理知任意积分曲线必

延伸到 R2 \ {0} 的边界. 设 y = y(x), x ∈ J 为一个饱和解, 则

dy(x)
dx =

1

x2 + y2(x)
> 0.
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故存在反函数 x = x(y), 且 x(y) 满足

dx(y)
dy = x2(y) + y2.

由教材例 1 知 x = x(y) 的存在区间有限, 不妨记为 (c, d), 则当 y → c+ 或 y → d− 时,
x(y) → ∞, 也就说明 y(x) 有界, 故其存在区间为 (−∞,+∞) 或 (−∞, 0) 或 (0,+∞).
注: 对照教材例 1 可以证明一般结论: 微分方程

dy
dx = af(x) + by2 (f(x) ↑> 0, ab > 0)

任一解的存在区间都是有界的.
(2) 这是变量分离的方程, 容易解得方程的通解为 y(x) =

1

1− Cex (C ∈ R), 另外有

特解 y = 0.
当 C < 0 时, 0 < y(x) < 1 且 y(x) 单调减, 当 x→ −∞ 时, y(x) → 1, 当 x→ +∞

时, y(x) → 0;
当 C = 0 时, y(x) = 1;
当 C > 0 时, 分母有零点 xc = − lnC, 当 x ∈ (−∞, xc) 时, y(x) > 0 单调增,

x → −∞ 时, y(x) → 1, x → xc 时, y(x) → +∞; 当 x ∈ (xc,+∞) 时, y(x) < 0 单调增,
x→ xc 时, y(x) → −∞,x→ +∞ 时, y(x) → 0.
综上, 解的存在区间为 (−∞,+∞) 或 (−∞,− lnC) 或 (− lnC,+∞).
(3) 因为 y sin(xy) 在 R2 上连续, 且 |y sin(xy)| ⩽ |y|, 故由定理 3.5 知解的存在区

间为 (−∞,+∞).
(4) 原方程的解为 x = arctan y + C, 故解的存在区间为 (C − π

2
, C + π

2
).

3. 考虑对称形式的微分方程 x dx+ y dy = 0, 它的定义域为 G = {(x, y) : x2+ y2 >
0}. 则单位圆 (x2 + y2 = 1) 是一条积分曲线, 它在区域 G 的内部; 它并没有延伸到 G

的边界, 这一点是否与解的延伸定理相矛盾? 为什么?

解: dy
dx = −x

y
, 因为 −x

y
在区域 G 上不连续, 故不能运用延伸定理.

4. 设初值问题

(E) :
dy
dx = (y2 − 2y − 3)e(x+y)2 , y(x0) = y0

的解的最大存在区间为: a < x < b, 其中 (x0, y0) 是平面上任一点, 则 a = −∞ 和
b = ∞ 中至少有一个成立.
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证明: 因为 f(x, y) = (y2 − 2y − 3)e(x+y)2 在 R2 上连续, 且对 y 有连续的偏导数,
故经过任一点的积分曲线唯一, 显然 y = 3 和 y = −1 是两个特解, 其他积分曲线不与
其二者相交, 故:

(1) y0 < −1 时, dy
dx > 0, 故解 y = y(x) 严格单调增, 但不能与 y = −1 相交, 故必

有 b = +∞.
(2) −1 < y0 < 3 时, dy

dx < 0, 故解 y = y(x) 严格单调减, 但不能与 y = −1 和 y = 3

相交, 故必有 a = −∞, b = +∞.
(3) y0 > 3 时, dy

dx > 0, 故解 y = y(x) 严格单调增, 但不能与 y = 3 相交, 故必有
a = −∞.

(4) y0 = −1 或 y0 = 3 时, 显然 a = −∞, b = +∞.

5. 设初值问题

(E) :
dy
dx = (x2 − y2)f(x, y), y(x0) = y0,

其中函数 f(x, y) 在全平面连续且满足 yf(x, y) > 0, 当 y ̸= 0. 则对于任意的 (x0, y0),
当 x0 < 0 和 |y0| 适当小时 (E) 的解可延拓到 −∞ < x < +∞.

证明: 显然 y = ±x 是线素场的水平等斜线, 由 f(x, y) 连续以及 yf(x, y) > 0, 当
y ̸= 0 可知 f(x, 0) = 0, 故 y = 0 为方程的特解. 当 x0 < 0 且 |y0| < |x0| 时 (以 y0 > 0

为例),解 y = y(x)在区域 {(x, y) | 0 ⩽ y < −x, x < 0}单调增加,故可向左延伸至 −∞,
向右穿过 y = −x 后单调减, 必与 y = x 相交, 穿过直线 y = x 后单调增加且不能再次
穿过 y = x, 故可向右延拓至 +∞.

3.4 比较定理及其应用

1. 设初值问题 (E), 矩形区域 R, 和正数 h 的意义同定理 3.1. 试证在 (E) 的最小
解 y =W (x) 和最大解 y = Z(x) 之间充满了 (E) 的其它解, 即任取一点 (x1, y1), 其中

|x1 − x0| ⩽ h, W (x1) ⩽ y1 ⩽ Z(x1),

则 (E) 在 |x− x0| ⩽ h 上至少有一个解 y = u(x) 满足: u(x1) = y1.

证明: 为证明简单以 x1 ∈ (x0, x0 + h] 为例, 由解的延伸定理知初值问题:

(E1) :
dy
dx = f(x, y), y(x1) = y1
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的解 y = ϕ(x) 必与 y = W (x) 或 y = Z(x) 相交, 不妨设与 y = W (x) 相交于点
(ξ,W (ξ)) 且两曲线在交点处相切, 令

u(x) =

W (x), x0 − h ⩽ x ⩽ ξ,

ϕ(x), ξ < x ⩽ x0 + h.

则 y = u(x) 为 (E) 的解且满足 u(x1) = y1.

2. (第二比较定理) 设函数 f(x, y) 与 F (x, y) 都在平面区域 G 内连续且满足

f(x, y) ⩽ F (x, y), (x, y) ∈ G;

又设函数 y = ϕ(x) 与 y = Φ(x) 在区间 a < x < b 上分别是初值问题

(E1) :
dy
dx = f(x, y), y(x0) = y0

与

(E2) :
dy
dx = F (x, y), y(x0) = y0

的解 [(x0, y0) ∈ G], 并且 y = ϕ(x) 是 (E1) 的右行最小解和左行最大解 (或者: y = Φ(x)

是 (E2) 的右行最大解和左行最小解), 则有如下比较关系:

ϕ(x) ⩽ Φ(x), 当 x0 ⩽ x < b;

ϕ(x) ⩾ Φ(x), 当 a < x ⩽ x0.

证明: 不妨设 Φ(x) 是最大右行解和最小左行解, 为证当 x0 ⩽ x < b 时, ϕ(x) ⩽
Φ(x), 只需证明 ∀c ∈ (x0, b), 有

ϕ(x) ⩽ Φ(x), x ∈ [x0, c].

考虑初值问题

(E∗
n) :

dy
dx = F (x, y) +

1

n
, y(x0) = y0, n = 1, 2, · · · .

由 Peano 存在定理和解的延伸定理知 (E∗
n) 在 [x0, c] 上有解, 取其中一解记为 Φn(x),

由第一比较定理得 ϕ(x) < Φn(x) < Φn−1(x), x0 ⩽ x ⩽ c, 即

Φ1(x) > Φ2(x) > · · · > Φn(x) > · · · > ϕ(x), x0 ⩽ x ⩽ c.



3.4 比较定理及其应用 48

显然 {Φn(x)} 在 [x0, c] 上一致有界, 且由

|Φn(x1)− Φn(x2)| ⩽
∣∣∣∣∫ x2

x1

(
F (x, Φn(x)) +

1

n

)
dx
∣∣∣∣ ⩽ (M + 1)|x1 − x2|

知 {Φn(x)} 等度连续, 故其有一致收敛的子列, 不妨设其一致收敛:

lim
n→∞

Φn(x) = Φ∗(x).

在下式

Φn(x) = y0 +

∫ x

x0

(
F (x, Φn(x)) +

1

n

)
dx

中令 n→ ∞, 得

Φ∗(x) = y0 +

∫ x

x0

F (x, Φ∗(x)) dx.

故 Φ∗(x) 是 (E2) 的解, 因此

ϕ(x) ⩽ lim
n→∞

Φn(x) = Φ∗(x) ⩽ Φ(x), x0 ⩽ x ⩽ c.

同理可证 ϕ(x) ⩾ Φ(x), a < x ⩽ x0.

3. 设初值问题
dy
dx = x2 + (y + 1)2, y(0) = 0 (∗)

的解在右侧的最大存在区间为 [0, β), 试证: π
4
< β < 1.

证明: 首先初值问题的解存在且唯一 (记为 ϕ(x)) 并可延伸到包含坐标原点的任意
区域的边界, 下面分三步证明 π

4
< β < 1.

(1) 证明: π
4
⩽ β ⩽ 1.

当 |x| ⩽ 1 时, 显然有

(y + 1)2 ⩽ x2 + (y + 1)2 ⩽ 1 + (y + 1)2.

考虑初值问题

(E1) :
dy
dx = (y + 1)2, y(0) = 0

和

(E2) :
dy
dx = 1 + (y + 1)2, y(0) = 0.

直接解得 (E1) 的解为

y =
x

1− x
, x < 1.
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且 (E2) 的解为

y = tan
(
x+

π

4

)
− 1, −3π

4
< x <

π

x
.

从而 π
4
⩽ β ⩽ 1.

(2) 再证: β < 1.
在 (∗) 的积分曲线上取一点 (ξ, η), 其中 0 < ξ ≪ 1, 则初值问题

(E3) :
dy
dx = (y + 1)2, y(ξ) = η

是可解的, 容易算出解的右侧最大存在区间为 0 ⩽ x < C(ξ), 其中 C(ξ) = ξ+ 1
η+1

. 由于

dC
dξ = 1− 1

(η + 1)2
dη
dξ = 1− ξ2 + (η + 1)2

(η + 1)2
< 0

且 C(0) = 1, 因此, 当 0 < ξ ≪ 1 时, C(ξ) < 1. 再对 (∗) 和 (E3) 运用比较定理可得
β < 1.

(3) 最后证: β > π
4
.

取正数 λ 使得 0 ≪ λ < 1, 初值问题

(E4) :
dy
dx = λ2 + (y + 1)2, y(0) = 0

的解得右侧最大存在区间记为 0 ⩽ x < C̃(λ), 其中 C̃ = π
2λ

− 1
λ

arctan 1
λ

. 计算得
C̃(1) = 1 且

dC̃
dλ

∣∣∣∣
λ=1

< 0,

因此当 0 ≪ λ < 1 时 C̃ > π
4
. 对 (∗) 和 (E4) 运用比较定理即得 β > π

4
.
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奇解

4.1 一阶隐式微分方程

4.1.1 证明与总结

考虑一阶隐式微分方程:

F

(
x, y,

dy
dx

)
= 0. (⋆)

• 若可由 (⋆) 式导出 y = f(x, p), 则

p = f ′
x(x, p) + f ′

p(x, p)
dy
dx.

若解出 p = u(x,C), 则通解为 y = f(x, u(x,C)); 若解出 x = v(p, C), 则通解为x = v(p, C),

y = f(v(p, C), p),

其中 p 视作参变量.
• 若可由 (⋆) 式导出 F (y, p) = 0, 即不显含自变量 x, 设 y = g(t), p = h(t), 则

dx =
1

p
dy =

g′(t)

h(t)
dt⇒ x =

∫
g′(t)

h(t)
dt.

故通解为 x =
∫ g′(t)

h(t)
dt, y = g(t).

• 若可由 (⋆) 式导出 F (x, p) = 0, 即不显含未知函数 y, 此时处理方式同上.
• 设 x = f(u, v), y = g(u, v), p = h(u, v), 由 dy = p dx 若能解出 v = Q(u,C), 则

通解为 x = f(u,Q(u,C)), y = g(u,Q(u,C)).

50
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4.1.2 习题

1. 求解下列微分方程:

(1) 2y = p2 + 4px+ 2x2
(
p =

dy
dx

)
;

(2) y = px lnx+ (xp)2;
(3) 2xp = 2 tan y + p3 cos2 y.

证明: (1) 将原方程求导得

2p = 2p
dp
dx + 4p+ 4x

dp
dx + 4x.

即

(p+ 2x)

(
dp
dx + 1

)
= 0.

当 p+ 2x = 0 时, 代入原方程得特解 y = −x2;
当 dp

dx = −1 时, p = −x+ C, 代入原方程得通解 y = − 1
2
x2 + Cx+ 1

2
C2.

(2) 将原方程求导得

p = x lnxdp
dx + p(lnx+ 1) + 2xp

(
p+ x

dp
dx

)
.

即 (
x

dp
dx + p

)
(lnx+ 2xp) = 0.

当 x dp
dx + p = 0 时, p = C

x
, 代入原方程得通解 y = C lnx+ C2;

当 lnx+ 2xp = 0 时, p = − ln x
2x

, 代入原方程得特解 y = − 1
4
(lnx)2.

(3) 当 p = 0 时得特解 y = kπ (k ∈ Z);
当 p ̸= 0 时, 将原方程变形为

x =
tan y
p

+
1

2
p2 cos2 y.

在上式中关于 y 求导得

1

p
=

1

p2

(
sec2 y · p− tan y · dp

dy

)
+ p

dp
dy cos2 y − p2 sin y cos y.

即 (
dp
dy − p tan y

)(
p3 cos2 y − tan y

)
= 0.

当 dp
dy−p tan y = 0时,解得 p = 1

C cos y (C ̸= 0),代入原方程得通解 x = C sin y+ 1
2C2 ;

当 p3 cos2 y − tan y = 0 时, p = tan
1
3 y

cos
2
3 y

, 代入原方程得特解 x = 3
2

sin 2
3 y.
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2. 用参数法求解下列微分方程:

(1) 2y2 + 5

(
dy
dx

)2

= 4;

(2) x2 − 3

(
dy
dx

)2

= 1;

(3)
(

dy
dx

)2

+ y − x2 = 0;

(4) x3 +
(

dy
dx

)3

= 4x
dy
dx .

证明: (1) 令 y =
√
2 sin t, dy

dx = 2√
5

cos t, 则
当 dy = 0 时, 得特解 y = ±

√
2;

当 dy ̸= 0 时, dx = dx
dy dy =

√
5

2 cos t
√
2 cos tdt =

√
5
2

dt ⇒ x =
√

5
2
t + C, 故通解为

y =
√
2 sin

(√
2
5
(x− C)

)
.

(2) 令 x = sec t, dy
dx = 1√

3
tan t, 则

dy =
dy
dx dx =

1√
3

tan2 t sec tdt.

积分得

y =
1

2
√
3
(sec t tan t− ln | sec t+ tan t|) + C.

故通解为 x = sec t,

y = 1
2
√
3
(sec t tan t− ln | sec t+ tan t|) + C.

本题也可以利用恒等式: cosh2 t − sinh2 t = 1, 得到另外一种通解表达式: x =

cosh t, y = 1
4
√
3
(sinh 2t− 2t) + C.

(3) 将原方程求导得

2p
dp
dx + p− 2x = 0 ⇒ dp

dx =
x

p
− 1

2
.

令 u = p
x
̸= 0, 则

dp
dx = u+ x

du
dx =

1

u
− 1

2
⇒ x

du
dx +

2u2 + u− 2

2u
= 0.

• 当 2u2 + u− 2 = 0 即 u = −1±
√
17

4
时, 若 u = −1+

√
17

4
, 则 p = dy

dx = −1+
√
17

4
x ⇒

y = −1+
√
17

8
x2 +C, 将 p = −1+

√
17

4
x 直接代入原方程得 y = −1+

√
17

8
x2, 故原方程有特解

y = −1+
√
17

8
x2, 同理可得到另外一个特解 y = −1−

√
17

8
x2;
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• 当 2u2 + u− 2 ̸= 0 时, 2u
2u2+u−2

du+ 1
x

dx = 0, 下面对该变量分离的方程进行不
定积分: ∫

2u

2u2 + u− 2
du+

∫
1

x
dx = 0

=⇒ 1

2
ln |2u2 + u− 2| − 1

2

∫
1

2
(
x+ 1

4

)2 − 17
8

du+ ln |x| = C

=⇒ 1

2
ln |2u2 + u− 2| − 1

4

∫
1(

x+ 1
4

)2 − 17
16

du+ ln |x| = C

=⇒ 1

2
ln |2u2 + u− 2|+ 1

2
√
17

ln
∣∣∣∣∣u+ 1+

√
17

4

u+ 1−
√
17

4

∣∣∣∣∣+ ln |x| = C

=⇒
√
17

4
ln |2p2 − 2x2 + px|+ 1

4
ln
∣∣∣∣∣p+ 1+

√
17

4
x

p+ 1−
√
17

4
x

∣∣∣∣∣ = C1

=⇒ (2(p− αx)(p− βx))
√

17
4

(
p− βx

p− αx

) 1
4

= C2 ̸= 0

=⇒ (p− αx)α = C3(p− βx)β, C3 ̸= 0,

其中 α =
√
17−1
4

, β = −
√
17−1
4

.
综上所述, 原方程有通解 (p − αx)α = C(p − βx)β (C ̸= 0) 以及两个特解 y1 =

1
2
αx2, y2 =

1
2
βx2.

(4) 令 p = tx, 则 x3(1 + t3) = 4tx2 ⇒ x = 4t
1+t3

, p = 4t2

1+t3
, 故

dy = pdx =
4t2

1 + t3
4(1 + t3)− 4t · 3t2

(1 + t3)2
dt = 4t2(4− 8t2)

(1 + t3)3
dt.

积分得

y =

∫
4t2(4− 8t2)

(1 + t3)3
dt = 32

3

1

1 + t3
− 8

(1 + t3)2
+ C.

故通解为 x = 4t
1+t3

,

y = 32
3

1
1+t3

− 8
(1+t3)2

+ C.

4.2 奇解

1. 利用 p-判别式求下列微分方程的奇解:



4.2 奇解 54

(1) y = x
dy
dx +

(
dy
dx

)2

;

(2) y = 2x
dy
dx +

(
dy
dx

)2

;

(3) (y − 1)2
(

dy
dx

)2

=
4

9
y;

解: (1) 令 F (x, y, p) = y − xp− p2, 则 p-判别式为 y − xp− p2 = 0,−x− 2p = 0 ⇒
y = − 1

4
x2, 经验证 y = − 1

4
x2 是原方程的解, 又

F ′
y

(
x,−1

4
x2,−1

2
x

)
= 1, F ′′

pp

(
x,−1

4
x2,−1

2
x

)
= −2, F ′

p

(
x,−1

4
x2,−1

2
x

)
= 0.

故 y = − 1
4
x2 是奇解.

(2) 令 F (x, y, p) = y − 2xp− p2, 则 p-判别式为 y − 2xp− p2 = 0,−2x− 2p = 0 ⇒
y = −x2, 但是 y = −x2 不是原方程的解更不是奇解.

(3)令 F (x, y, p) = (y− 1)2p2− 4
9
y, 则 p-判别式为 (y− 1)2p2− 4

9
y = 0, 2(y− 1)2p =

0 ⇒ y = 0, 经验证 y = 0 是原方程的解, 又

F ′
y(x, 0, 0) = −4

9
, F ′′

pp(x, 0, 0) = 2, F ′
p(x, 0, 0) = 0,

故 y = 0 是原方程的奇解.

2. 举例说明, 在定理 4.2 的条件 (4.28) 中的两个不等式是缺一不可的.

解: 分别考虑方程
(

dy
dx

)2

− y2 = 0 与 sin
(
y

dy
dx

)
= y.

3. 研究下面的例子, 说明定理 4.2 的条件 (4.29) 是不可缺少的:

y = 2x+ y′ − 1

3
(y′)3.

解: p-判别式为: y = 2x+ p− 1
3
p3, 0 = 1− p2, 解得 y = 2x± 2

3
, 经检验 y = 2x+ 2

3

不是原方程的解. 而 y = 2x− 2
3
是原方程的解, 但不是奇解.

下面证明 y = 2x− 2
3
不是奇解.

令 F (x, y, p) = y − 2x+ 1
3
p3 − p, 则

F ′
y

(
x, 2x− 2

3
, 2

)
= 1, F ′′

pp

(
x, 2x− 2

3
, 2

)
= 4, F ′

p

(
x, 2x− 2

3
, 2

)
= 3 ̸= 0.

故条件 F ′
p(x, φ(x), φ

′(x)) = 0 不可缺少.
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4.3 包络

1. 试求克莱罗方程的通解及其包络.

解: 克莱罗方程为: y = xp+ f(p)
(
p = dy

dx
)
, 其中 f ′′(p) ̸= 0.

y = xp+ f(p) ⇒ (x+ f ′(p))
dp
dx = 0.

由 dp
dx = 0 即 p = C 得通解 y = Cx+ f(C), C 判别式为y = Cx+ f(C),

x+ f ′(C) = 0
⇒

x = −f ′(C) = φ(C),

y = −Cf ′(C) + f(C) = ψ(C).
(∗)

令 V (x, y, C) = Cx + f(C) − y, 则 V ′
x(φ(C), ψ(C), C) = C, V ′

y(φ(C), ψ(C), C) = −1,
故 (V ′

x, V
′
y) ̸= (0, 0), 又 (φ′(C), ψ′(C)) = (−f ′′(C),−Cf ′′(C)) ̸= (0, 0), 故 (∗) 是曲线族

y = Cx+ f(C) 的一支包络.

2. 试求一微分方程, 使它有奇解为 y = sinx.

解: 考虑克莱罗方程 y = xp+ f(p), 将 y = sinx 代入得

sinx = x cosx+ f(cosx).

令 cosx = p, 得 √
1− p2 = p arccos p+ f(p).

故
f(p) = −p arccos p+

√
1− p2.

容易验证 y = sinx 是方程 y = xp− p arccos p+
√
1− p2 的奇解.
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高阶微分方程

5.1 几个例子

1. 利用线性单摆方程测量你所在地的重力常数 g.

解: 利用单摆周期 T = 2π
√

l
g
即得 g = 4π2

T 2 l, 测量摆长以及单摆完成一个周期运动
的时间即可得出所在地的重力常数 g.

2. 如果在非线性单摆方程中取 sinx 的三次近似, 即

sinx ∼ x− x3

6
,

则有单摆的三次近似方程
d2x

dt2 + a2
(
x− x3

6

)
= 0.

由此证明单摆振动是不等时的, 而且它的相图说明可以发生进动.

证明: 将方程变形然后两边同时乘以 dx
dt 即得

dx
dt

d2x

dt2 = a2
(
x3

6
− x

)
dx
dt .

积分得
1

2

(
dx
dt

)2

= a

(
x4

24
− x2

2

)
+
C

2
.

设单摆的振幅为 A, 则

dx
dt = ±

√
a2
(
x4

12
− x2

)
+ C = ±

√
a2
(
x4

12
− x2

)
− a2

(
A4

12
−A2

)
.

56
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故周期 T 满足
T

4
=

∫ A

0

dx√
a2
(
x4

12
− x2 − A4

12
+A2

) .
因此

T =
4

a

∫ 1

0

Adu√
A4

12
(u4 − 1)−A2(u2 − 1)

=
4

a

∫ 1

0

du√
(u2 − 1)

(
A2

12
(u2 + 1)− 1

) .
由于 T 与 A 有关, 故单摆的振动是不等时的.

3. 在悬链线问题中当 L =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 时如何处理?

解: 此时悬链线即为直线段, 其方程为 y = y2−y1

x2−x1
(x− x1) + y1 (x1 ⩽ x ⩽ x2).

4. 微分方程 (5.20) 表示二体问题的运动方程. 在上面求解过程中, 试适当选择积
分常数, 使运动 (x(t), y(t), z(t)) 的轨道在一条直线上并且趋向 O 点 (即二体发生碰撞);
或者使轨道是一圆周.

解: (i)运动 (x(t), y(t), z(t))的轨道在一条直线上并且趋向 O 点 (即二体发生碰撞)
时, dθ

dt = 0, 由 (5.28) 知 C3 = 0, 再由 (5.27) 知 dr
dt = −

√
2µ
r
+ C4.

(ii) 运动 (x(t), y(t), z(t)) 的轨道是一圆周时, dr
dt = 0, 故 r = r0, 由 (5.27) 知

C4 =
(
r0

dθ
dt
)2 − 2µ

r0
, 又由 (5.28) 知 r20

dθ
dt = −C3, 故 C4 =

C2
3

r20
− 2µ

r0
.

5.2 n 维线性空间中的微分方程

1. 把单摆方程 (5.7), 悬链线方程 (5.15) 和二体运动方程 (5.20) 分别写成标准微分
方程组.

解: (i) 单摆方程为
d2x

dt2 + a2 sinx = 0.

令 x1 = x, x2 =
dx
dt , 则标准微分方程组为

dx1

dt = x2,

dx2

dt = −a2 sinx1.

(ii) 悬链线方程为
y′′ = a

√
1 + (y′)2.
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令 y1 = y, y2 =
dy
dx , 则标准微分方程组为

dy1

dt = y2,

dy2

dt = a
√

1 + y22 .

(iii) 二体运动方程为 

ẍ = − Gmsx(√
x2+y2+z2

)3 ,
ÿ = − Gmsy(√

x2+y2+z2

)3 ,
z̈ = − Gmsz(√

x2+y2+z2

)3 .
令 s1 = x, s2 =

dx
dt , s3 = y, s4 =

dy
dt , s5 = z, s6 =

dz
dt , 则标准微分方程组为

ds1
dt = s2,

ds2
dt = − Gmss1

(
√

s21+s23+s25)
3
,

ds3
dt = s4,

ds4
dt = − Gmss3

(
√

s21+s23+s25)
3
,

ds5
dt = s6,

ds6
dt = − Gmss5

(
√

s21+s23+s25)
3
.

2. 对 n 维向量形式的微分方程, 叙述相应的皮卡存在和唯一性定理以及佩亚诺存
在定理, 并写出证明的主要步骤.

解: (Picard 存在和唯一性定理) 设初值问题

(E) :
dy
dx = f(x,y),y(x0) = y0.

其中函数 f(x,y) 在矩阵区域

R : |x− x0| ⩽ a, ∥y − y0∥ ⩽ b

内连续, 而且对 y 满足 Lipschitz 条件, 则初值问题 (E) 在区间 I = [x0 − h, x0 + h] 上

有且只有一个解 y = ϕ(x), 其中 h = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈R
∥f(x,y)∥.
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Proof: (一) 初值问题 (E) 等价于积分方程

y = y0 +

∫ x

x0

f(x,y) dx.

(二) 用逐次迭代法构造皮卡序列

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x,yn(x)) dx(x ∈ I) (n = 0, 1, 2, · · · ),

其中 y0(x) = y0, 因为 f(x,y0(x)) 在 I 上连续, 故

y1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x,y0(x)) dx

在 I 上连续可微, 而且满足不等式

∥y1(x)− y0∥ ⩽
∣∣∣∣∫ x

x0

∥f(x,y0(x))∥
∣∣∣∣ ⩽M |x− x0|.

这就是说在 I 上 ∥y1(x)− y0∥ ⩽Mh ⩽ b. 因此, f(x,y1(x)) 在 I 上是连续的, 故

y2(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x,y1(x)) dx

在 I 上连续可微, 而且满足不等式

∥y2(x)− y0∥ ⩽
∣∣∣∣∫ x

x0

∥f(x,y1(x))∥
∣∣∣∣ ⩽M |x− x0|.

这就是说在 I 上 ∥y2(x)− y0∥ ⩽ Mh ⩽ b. 由归纳法可证: Picard 序列 {yn(x)} 在区间
I 上连续可微并且满足不等式

∥yn(x)− y0∥ ⩽M |x− x0| (n = 0, 1, 2, · · · ).

(三) Picard 序列 {yn(x)} 在区间 I 上一致收敛到积分方程的解. {yn(x)} 的收敛
性等价于级数

∞∑
n=1

[yn(x)− yn−1(x)]

的收敛性, 利用归纳法证明不等式

∥yn(x)− yn−1(x)∥ ⩽ M

L

(L|x− x0|n)
n!

(n = 1, 2, · · · ).



5.2 n 维线性空间中的微分方程 60

上述不等式意味着级数
∞∑

n=1

[yn(x)− yn−1(x)] 一致收敛, 故 Picard 序列 {yn(x)} 一致收

敛, 因此极限函数
ϕ(x) = lim

n→∞
yn(x)

在 I 上连续, 在关系式

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x,yn(x)) dx

两侧取极限 n→ ∞, 得

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x,ϕ(x)) dx.

故 y = ϕ(x) 是积分方程的连续解.
(四) 解的唯一性
设积分方程有两个解 y = ϕ(x) 和 y = ψ(x). 设两个解的共同存在区间为 J =

[x0 − d, x0 + d], 则

ϕ(x)−ψ(x) =
∫ x

x0

(f(x,ϕ(x))− f(x,ψ(x))) dx (x ∈ J).

故利用李氏条件有

∥ϕ(x)−ψ(x)∥ ⩽ L

∣∣∣∣∫ x

x0

∥ϕ(x)−ψ(x)∥dx
∣∣∣∣ . (⋆)

注意在区间 J 上, ∥ϕ(x)−ψ(x)∥ 是连续有界的, 故可取其一个上界 K, 则

∥ϕ(x)−ψ(x)∥ ⩽ LK|x− x0|.

将其代入 (⋆) 右端, 有

∥ϕ(x)−ψ(x)∥ ⩽ K
(L|x− x0|)2

2
.

利用归纳法可得

∥ϕ(x)−ψ(x)∥ ⩽ K
(L|x− x0|)n

n!
(x ∈ J).

令 n→ ∞, 即得
ϕ(x) = ψ(x) (x ∈ J).

故积分方程的解是唯一的.
(佩亚诺存在定理) 定理的叙述和证明可参考教材.
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3. 对 n 阶线性微分方程组的初值问题, 试叙述并证明解的存在和唯一性定理.

解: 设 A(x) 和 f(x) 在区间 a < x < b 上连续, 则初值问题

(E) :
dy
dx = A(x)y + f(x),y(x0) = y0

的解 y = y(x) 在区间 a < x < b 上存在且唯一, 其中 a < x0 < b, y0 ∈ Rn.
Proof: 只需要证明 f(x,y) = A(x)y+f(x)满足 Lipschitz条件即可, ∀y1,y2 ∈ Rn,

有
∥f(x,y1)− f(x,y2)∥ = ∥A(x)(y1 − y2)∥ ⩽ ∥A(x)∥ · ∥y1 − y2∥.

5.3 解对初值和参数的连续依赖性

1. 证明定理 5.1 的推论.
2. 设 f(x,y) 在区域 R 上连续, 而且微分方程

dy
dx = f(x,y)

经过 R 内任意一点的积分曲线都是 (存在) 唯一的, 则上述微分方程解对初值是连续依
赖的.

3. 试举例说明, 如果微分方程不满足解的唯一性条件, 则它的积分曲线族在局部范
围内也不能视作平行直线族.

5.4 解对初值和参数的连续可微性

1. 利用定理 5.3 (在 y 为列向量的情况) 证明

z =
∂φ

∂λ
=

(
∂φi

∂λk

(x,λ)

)
n×m

满足线性 (变分) 方程
dz
dx = A(x,λ)z +B(x,λ)

和初值条件 z(x0,λ) = 0, 其中

A(x,λ) = f ′
y(x,φ(x,λ),λ) =

(
∂fi
∂yj

(x,φ(x,λ),λ)

)
n×n

,

和
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2. 在本节最后的推论中, 试求 z = ∂φ
∂η

(x,η) 所满足的微分方程和初值条件 (只要求
作形式的计算).

3. 设纯量函数 y = y(x, η) (η 为实参数) 是微分方程初值问题

dy
dx = sin(xy), y(0) = η

的解. 证明: 不等式
∂y

∂η
(x, η) > 0

对一切的 x 和 η 都成立.

证明: z = ∂y
∂η
满足的初值问题为

∂z

∂x
= x cos(xφ)z, z(0) = 1.

直接解得
∂y

∂η
= z = e

∫ x
0

x cos(xφ) dx.

因此 ∂y
∂η
(x, η) > 0 恒成立.
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线性微分方程组

6.1 一般理论

6.1.1 证明与总结

P159 证明: H(C1y
0
1 + C2y

0
2) = C1H(y0

1) + C2H(y0
2).

证明: 首先显然 H(C1y
0
1 + C2y

0
2) ∈ S, 又由引理 6.1 知 C1H(y0

1) + C2H(y0
2) ∈ S.

然后又因为 (
H(C1y

0
1 + C2y

0
2)
)
(x0) = C1y

0
1 + C2y

0
2(

C1H(y0
1) + C2H(y0

2)
)
(x0) = C1y

0
1 + C2y

0
2

由解的唯一性知 H(C1y
0
1 + C2y

0
2) = C1H(y0

1) + C2H(y0
2).

注意解矩阵的行列式就是其对应的解组的 Wronsky 行列式.

推论 6.2 的证明:

证明: (1) 记 C = (c1, · · · , cn), 则 Φ(x)C = (Φ(x)c1, · · · ,Φ(x)cn), 由 (6.15) 式知
∀1 ⩽ i ⩽ n, Φ(x)ci 是方程 (6.2) 的解, 也即 {Φ(x)ci|1 ⩽ i ⩽ n} 为 (6.2) 的解组. 记
Φ(x) 对应的基本解组的 Wronsky 行列式为 W (x), 则 Φ(x)C 对应的解组的 Wronsky
行列式为:

W1(x) = |Φ(x)c1 · · ·Φ(x)cn| = |Φ(x)| · |C| =W (x)|C| ̸= 0.

故 Φ(x)C 也是基解矩阵.
(2) Φ(x) 和 Ψ (x) 都是基解矩阵, 设

Φ(x) = (y1(x), · · · ,yn(x)),

63
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Ψ (x) = (y∗
1(x), · · · ,y∗

n(x)).

因为 Φ(x) 是基解矩阵, 所以 y1(x), · · · ,yn(x) 是 (6.2) 的基本解组, 故存在 {cij | 1 ⩽
i, j ⩽ n} 使得

y∗
i (x) =

n∑
j=1

cjiyj(x), 1 ⩽ i ⩽ n.

即

(y∗
1(x), · · · ,y∗

n(x)) = (y1(x), · · · ,yn(x))


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn


也即

Ψ (x) = Φ(x)C,

其中 C = (cij)n×n, 在上述等式两边同时取行列式得 |Ψ | = |Φ| · |C|, 由 |Ψ | ̸= 0, |Φ| ̸= 0

知 |C| ̸= 0.

6.1.2 习题

1. 求出齐次线性微分方程组

dy
dx = A(t)y

的通解, 其中 A(t) 分别为:

(1) A(t) =

(
1
t

0

0 1
t

)
, t ̸= 0;

(2) A(t) =

(
1 1

0 1

)
;

(3) A(t) =

(
0 1

−1 0

)
;

(4) A(t) =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

.
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解: (1) d
dt

(
y1

y2

)
=

(
1
t

0

0 1
t

)(
y1

y2

)
, 分量形式为 dy1

dt =
y1
t
,
dy2
dt =

y2
t

, 解得 y1 =

kt, y2 = kt, 不妨取基解矩阵为
(
0 t

t 0

)
, 则通解为

y(t) = C1

(
0

t

)
+ C2

(
t

0

)
.

(2) d
dt

(
y1

y2

)
=

(
1 1

0 1

)(
y1

y2

)
, 分量形式为 dy1

dt = y1 + y2,
dy2
dt = y2, 由

dy2
dt = y2

解得 y2 = Cet, 先取 y2 = 0 得 y1 = Cet, 再取 y2 = et 得 y1 = Cet + tet, 不妨取基解矩

阵为

(
et tet

0 et

)
, 则通解为

y(t) = C1

(
et

0

)
+ C2

(
tet

et

)

(3) d
dt

(
y1

y2

)
=

(
0 1

−1 0

)(
y1

y2

)
, 分量形式为 dy1

dt = y2,
dy2
dt = −y1, 故

d2y1
dt =

dy2
dt = −y1 ⇒ y1 = C1 sin t + C2 cos t, y2 = C1 cos t − C2 sin t, 不妨取基解矩阵为(
sin t cos t
cos t − sin t

)
, 则通解为

y(t) = C1

(
sin t
cos t

)
+ C2

(
cos t
− sin t

)
.

(4) d
dt


y1

y2

y3

 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0



y1

y2

y3

, 分量形式为 dy1
dt = y3,

dy2
dt = y2,

dy3
dt = y1, 由

dy2
dt = y2 得 y2 = Cet,又 d2y1

dt2 =
dy3
dt = y1 ⇒ y1 = C1et+C2e−t,取 y1 = et,得 y3 = et,
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取 y1 = e−t, 得 y3 = −e−t, 不妨取基解矩阵为


et 0 e−t

0 et 0

et 0 −e−t

, 则通解为

y(t) = C1


et

0

et

+ C2


0

et

0

+ C3


e−t

0

−e−t

 .

2. 求解非齐次线性微分方程组的初值问题:

(1)

dx
dt = 1− 2

t
x, dy

dt = x+ y − 1 + 2
t
x (t > 0),

x(1) = 1
3
, y(1) = − 1

3
;

(2)

dx
dt = 2t

1+t2
x, dy

dt = − 1
t
y + x+ t (t > 0),

x(1) = 0, y(1) = 4
3
.

.

解: (1) 由 dx
dt = 1 − 2

t
x 得 x = e−

∫
2
t dt
(
C +

∫
e
∫

2
t dt dt

)
= t

3
+ C

t2
, 代入初值条

件 x(1) = 1
3
得 x(t) = t

3
. 又 d

dt(x + y) = x + y 且 (x + y)(1) = 0, 故 x + y ≡ 0, 故
y(t) = − t

3
.

(2) 由 dx
dt = 2t

1+t2
x 得 x(t) = C(1 + t2), 代入初值条件 x(1) = 0 得 x(t) ≡ 0, 故

dy
dt = −y

t
+ t, 解得 y(t) = C

t
+ t2

3
, 代入初值条件 y(1) = 4

3
得 y(t) = 1

t
+ t2

3
.

3. 试证向量函数组 
1

0

0

 ,


x

0

0

 ,


x2

0

0


在任意区间 a < x < b 上线性无关. (显然, 它们的朗斯基行列式 W (x) ≡ 0. 对照定理
6.2 可知, 上述三个线性无关的向量函数不可能同时满足任意一个三阶的齐次线性微分
方程组.)

证明: 设 k1, k2, k3 满足

k1


1

0

0

+ k2


x

0

0

+ k3


x2

0

0

 = 0, a < x < b.

即 k1 + k2x+ k3x
2 = 0, a < x < b, 显然必有 k1 = k2 = k3 = 0, 故该向量函数组线性无

关.
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4. 试证基解矩阵完全决定齐次线性微分方程组, 即如果方程组

dy
dx = A(x)y 与

dy
dx = B(x)y

有一个相同的基解矩阵, 则 A(x) ≡ B(x).

证明: 设相同的基解矩阵为 Φ(x), 则

d
dxΦ(x) = A(x)Φ(x) = B(x)Φ(x).

由于 Φ(x) 可逆, 故 A(x) ≡ B(x).

5. 设 Φ(x) 是齐次线性微分方程组 (6.2) 的一个基解矩阵, 并且 n 维向量函数
f(x,y) 在区域 E(a < x < b, |y| <∞) 上连续. 则求解初值问题

dy
dx = A(x)y + f(x,y),

y(x0) = y0

等价于求解 (向量形式的) 积分方程

y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s,y(s)) ds,

其中 x0 ∈ (a, b).

证明: 由 Φ−1(x)Φ(x) = I, 求导得

Φ−1(x)
dΦ(x)

dx +
dΦ−1(x)

dx Φ(x) = 0.

又
dΦ(x)

dx = A(x)Φ(x).

故

Φ−1(x)A(x) +
dΦ−1(x)

dx = 0.
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设 y(x) 是初值问题的解, 则

dy(x)
dx = A(x)y(x) + f(x,y(x)), y(x0) = y0

⇐⇒ Φ−1(x)
dy(x)

dx = Φ−1(x)A(x)y(x) +Φ−1(x)f(x,y(x)), y(x0) = y0

⇐⇒ Φ−1(x)
dy(x)

dx +
dΦ−1(x)

dx y(x) = Φ−1(x)f(x,y(x)), y(x0) = y0

⇐⇒ d
dx
(
Φ−1(x)y(x)

)
= Φ−1(x)f(x,y(x)), y(x0) = y0

⇐⇒ Φ−1(x)y(x) = Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s,y(s)) ds

⇐⇒ y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s,y(s)) ds.

故 y(x) 是初值问题的解等价于 y(x) 是积分方程的解.

6. 设当 a < x < b时,非齐次线性微分方程组 (6.1)中的 f(x)不恒为零. 证明 (6.1)
有且至多有 n+ 1 个线性无关解.

证明: (i)设 ϕ1(x), . . . ,ϕn(x)为相应的齐次线性微分方程组的一个基本解组, ϕ∗(x)

为 (6.1) 的一个特解, 则 y0(x) = ϕ∗(x),y1(x) = ϕ1(x) + ϕ∗(x), · · · ,yn(x) = ϕn(x) +

ϕ∗(x) 是 (6.1) 的 n+ 1 个解, 下证这 n+ 1 个解线性无关, 设

n∑
i=0

kiyi(x) =
n∑

i=1

kiϕi(x) +

(
n∑

i=0

ki

)
ϕ∗(x) = 0. (⋆)

对上式求导得

n∑
i=1

k1A(x)ϕi(x) +

(
n∑

i=0

ki

)
(A(x)ϕ∗(x) + f(x))

= A(x)

(
n∑

i=1

kiϕi(x) +

(
n∑

i=0

ki

)
ϕ∗(x)

)
+

(
n∑

i=0

ki

)
f(x)

=

(
n∑

i=0

ki

)
f(x) = 0 ⇒

n∑
i=0

ki = 0.

代回 (⋆) 式得
∑n

i=1 kiϕi(x) = 0, 故 ki = 0 (i = 0, 1, · · · , n), 从而这 n + 1 个解线性无
关.

(ii) 设 ϕ(x) 是 (6.1) 的任意一个解, 则 ϕ(x)−y0(x), · · · ,ϕ(x)−yn(x) 是相应的齐
次线性微分方程组的 n+ 1 个解, 故其必线性相关, 即存在不全为零的 k0, k1, · · · , kn 使
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得
n∑

i=0

ki(ϕ(x)− yi(x)) =

(
n∑

i=0

ki

)
ϕ(x)−

n∑
i=0

kiyi(x) = 0.

显然
∑n

i=0 ki ̸= 0, 否则与 y0(x), · · · ,yn(x) 的线性无关性矛盾, 故

ϕ(x) =
n∑

j=0

kj∑n
i=0 ki

yj(x).

因此线性无关解个数不超过 n+ 1.

6.2 常系数线性微分方程组

6.2.1 证明与总结

结论 1 (教材 Page 170) 令 M 为全体 n 阶实矩阵组成的集合, 在 M 中定义范
数为: 对于 A ∈ M, 令

∥A∥ =

n∑
i,j=1

|aij |.

则 (M, ∥ · ∥) 是 Banach 空间.

证明: 任取M 中的 Cauchy 序列 (An)n⩾1, 即 ∀ϵ > 0, ∃N > 0, ∀m,n > N , 有

∥Am −An∥ =
n∑

i,j=1

∣∣a(m)
ij − a

(n)
ij

∣∣ < ϵ.

故对任意给定的 i, j, 序列
(
a
(n)
ij

)
n⩾1
是 R中的 Cauchy序列, 必收敛, 记之为 a

(n)
ij → aij

(n→ ∞), 则 An → A = (aij)n×n, 因此 (M, ∥ · ∥) 是 Banach 空间.

命题 1 (教材 Page 171) 矩阵 A 的幂级数

E +A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · ·

是绝对收敛的.

证明: 因为

∥E∥+ ∥A∥+ ∥ 1

2!
A2∥+ · · ·+ ∥ 1

k!
Ak∥+ · · ·

⩽ ∥E∥+ ∥A∥+ 1

2!
∥A∥2 + · · ·+ 1

k!
∥A∥k + · · ·

= n+ e∥A∥ − 1 <∞,
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故矩阵 A 的幂级数 E +A+ 1
2!
A2 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · · 绝对收敛.

结合泛函分析中定理: 赋范空间完备当且仅当绝对收敛级数必收敛. 故幂级数 E +

A+ 1
2!
A2 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · · 收敛, 将其和记为 eA.

命题 2 矩阵指数函数有下面的性质:
1) 若矩阵 A 和 B 是可交换的 (即 AB = BA), 则

eA+B = eAeB;

2) 对任何矩阵 A, 指数函数 eA 是可逆的, 且(
eA
)−1

= e−A;

3) 若 P 是一个非奇异的 n 阶矩阵, 则

ePAP−1

= P eAP−1.

证明: (1)

eAeB =

(
∞∑
k=0

Ak

k!

)(
∞∑
k=0

Bk

k!

)
=

∞∑
k=0

∑
i+j=k

Ai

i!

Bj

j!
=

∞∑
k=0

k∑
i=0

AiBk−i

i!(k − i)!

=
∞∑
k=0

k∑
i=0

1

k!
Ci

kA
iBk−i =

∞∑
k=0

1

k!
(A+B)k = eA+B.

(2) 由于 A 与 −A 可交换, 故

eAe−A = e0 = E.

所以
(
eA
)−1

= e−A.
(3)

ePAP−1

=
∞∑
k=0

(PAP−1)
k

k!
=

∞∑
k=0

PAkP−1

k!
= P eAP−1.

本节引进新的概念: 矩阵指数函数 eA, 容易证明 exA 是常系数齐次线性微分方程

组
dy
dx = Ay 的标准基解矩阵, 然后利用若尔当标准型找到实际计算基解矩阵 exA 的一

个方法:
exA = exPJP−1

= P exJP−1.



6.2 常系数线性微分方程组 71

从而

exAP = P exJ = P


exJ1

exJ2

. . .
exJm


也是常系数齐次线性微分方程组的一个基解矩阵, 但是上述结果计算量较大, 将之再细
致分析, 得到下面求基解矩阵的具体计算方法:

由 |A− λE| = 0 求出特征值 λ, 分两种情况:
(i) 若全为单根 λ1, · · · , λn, 则基解矩阵为 Φ(x) =

(
eλ1xr1, eλ2xr2, · · · , eλnxrn

)
, 其

中 ri 是与 λi 对应的特征向量.
(ii) 若有重根, 设 λ1, · · · , λs 相应的重数分别为 n1, · · · , ns, 则由 (A− λiE)nir = 0

算出 ni 个线性无关的特征向量 r
(i)
10 , · · · , r

(i)
ni0

, 再由

r
(i)
jk = (A− λiE)r

(i)
j,k−1 (k = 1, 2, · · · , ni − 1; j = 1, 2, · · · , ni; i = 1, 2, · · · , s)

算出其它所需向量, 则基解矩阵为(
eλ1xP

(1)
1 (x), · · · , eλ1xP (1)

n1
(x); · · · ; eλsxP

(s)
1 (x), · · · , eλsxP (s)

ns
(x)
)
,

其中 P
(i)
j (x) = r

(i)
j0 +

x

1!
r
(i)
j1 +

x2

2!
r
(i)
j2 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
r
(i)
j,ni−1.

6.2.2 习题

1. 求出常系数齐次线性微分方程组 (6.25) 的通解, 其中的矩阵 A 分别为:

1.
(
3 4

5 2

)
;

2.
(

0 a

−a 0

)
;

3.


−1 1 0

0 −1 0

1 0 −4

;

4.


−5 −10 −20

5 5 10

2 4 9

;
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5.


1 2

3
− 2

3

0 2
3

1
3

0 − 1
3

4
3

;

6.


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

.

解: (1) |A− λE| = (λ− 7)(λ+ 2) = 0 ⇒ λ = 7 或 λ = −2.

当 λ = 7 时,
(
−4 4

5 −5

)
→

(
1 −1

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
1

1

)
.

当 λ = −2 时,
(
5 4

5 4

)
→

(
5 4

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
4

−5

)
.

故基解矩阵为

Φ(x) =

(
e7x 4e−2x

e7x −5e−2x

)
.

故通解为

y = C1

(
e7x

e7x

)
+ C2

(
4e−2x

−5e−2x

)
.

(2) |A− λE| = λ2 + a2 = 0 ⇒ λ = ±ai.

当 λ = ai 时,
(
−ai a

−a −ai

)
→

(
−i 1

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
1

i

)
.

当 λ = −ai 时,
(
ai a

−a ai

)
→

(
i 1

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
i
1

)
.

故基解矩阵为

Φ(x) =

(
eiax ie−iax

ieiax e−iax

)
⇒ Φ̃(x) =

(
cos ax sin ax
− sin ax cos ax

)
.

从而通解为

y = C1

(
cos ax
− sin ax

)
+ C2

(
sin ax
cos ax

)
.

(3) 由 dy2
dx = −y2, 得 y2 = C1e−x; 再由 dy1

dx = −y1 + y2 = −y1 + C1e−x, 得

y1 = e−
∫

dx
(
C2 +

∫
C1e−xe

∫
dx dx

)
= C1xe−x + C2e−x.
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再由
dy3
dx = y1 − 4y3 = −4y3 + C1xe−x + C2e−x, 得

y3 = e−
∫
4 dx
(
C3 +

∫ (
C1xe−x + C2e−x

)
e
∫
4 dx dx

)
= C1

(
x

3
− 1

9

)
e−x+

1

3
C2e−x+C3e−4x.

故通解为

y = C1


x

1
x
3
− 1

9

 e−x + C2


1

0
1
3

 e−x + C3


0

0

1

 e−4x.

(4) |A−λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−5− λ −10 −20

5 5− λ 10

2 4 9− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ−5)(λ2−4λ+5) = 0 ⇒ λ = 5, 2± i.

当 λ = 5 时,


−10 −10 −20

5 0 10

2 4 4

→


1 0 2

0 1 0

0 0 0

, 取特征向量为 r =


2

0

−1

.

当 λ = 2+ i 时,


−7− i −10 −20

5 3− i 10

2 4 7− i

→


1 0 1

2
(3 + i)

0 1 1
2
(2− i)

0 0 0

 (这里的矩阵行变换

也不是很复杂, 主要就是凑出 1), 取特征向量为 r =


3 + i
2− i
−2

, 故对于特征值 λ = 2 − i

可以取到特征向量 r =


3− i
2 + i
−2

.

故基解矩阵为

Φ(x) =


2e5x (3 + i)e(2+i)x (3− i)e(2−i)x

0 (2− i)e(2+i)x (2 + i)e(2−i)x

−e5x −2e(2+i)x −2e(2−i)x



⇒Φ̃(x)


2e5x (3 cosx− sinx)e2x (cosx+ 3 sinx)e2x

0 (2 cosx+ sinx)e2x (− cosx+ 2 sinx)e2x

e5x −2 cosxe2x −2 sinxe2x

 .
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从而通解为

y = C1


2

0

−1

 e5x + C2


3 cosx− sinx
2 cosx+ sinx

−2 cosx

 e2x + C3


cosx+ 3 sinx
− cosx+ 2 sinx

−2 sinx

 e2x.

(5) |A − λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 2

3
− 2

3

0 2
3
− λ 1

3

0 − 1
3

4
3
− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ − 1)3 = 0 ⇒ λ1,2,3 = 1, 由于

(A −E)3 = 0, 故由 (A −E)3r = 0 得到三个线性无关的特征向量 r10 =


1

0

0

 , r20 =


0

1

0

 , r30 =


0

0

1

, 且 r11 = r12 = 0, r21 =


2
3

− 1
3

− 1
3

, r22 = 0, r31 =


− 2

3
1
3
1
3

, r32 = 0.

故基解矩阵为

Φ(x) =


ex 2

3
xex − 2

3
xex

0
(
1− 1

3
x
)

ex 1
3
xex

0 − 1
3
xex

(
1 + 1

3
x
)

ex

 .

故通解为

y = C1


1

0

0

 ex + C2


2
3
x

1− 1
3
x

− 1
3
x

 ex + C3


− 2

3
x

1
3
x

1 + 1
3
x

 ex.

(6) |A − λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1 1

1 1− λ −1 −1

1 −1 1− λ −1

1 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ + 2)(λ − 2)3 = 0 ⇒ λ1,2,3 =

2, λ4 = −2.

当 λ = 2 时, (A − 2E)3 =


−16 16 16 16

16 −16 −16 −16

16 −16 −16 −16

16 −16 −16 −16

 →


1 −1 −1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

, 由
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(A − 2E)3r = 0 得到三个线性无关的特征向量 r10 =


1

1

0

0

, r20 =


1

0

1

0

, r30 =


1

0

0

1

,

且 rij = 0(i = 1, 2, 3; j = 1, 2).

当 λ = −2时, A+2E =


3 1 1 1

1 3 −1 −1

1 −1 3 −1

1 −1 −1 3

→


1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 0 0 0

,由 (A+2E)r =

0 得特征向量 r =


−1

1

1

1

.

故基解矩阵为

Φ(x) =


e2x e2x e2x −e−2x

e2x 0 0 e−2x

0 e2x 0 e−2x

0 0 e2x e−2x

 .

故通解为

y = C1


1

1

0

0

 e2x + C2


1

0

1

0

 e2x + C3


1

0

0

1

 e2x + C4


−1

1

1

1

 e−2x.

2. 求出常系数非齐次线性微分方程组 (6.24) 的通解, 其中:

(1) A =

(
2 1

0 2

)
, f(x) =

(
1

0

)
;

(2) A =

(
0 −n2

−n2 0

)
, f(x) =

(
cosnx
sinnx

)
;

(3) A =

(
2 −1

1 0

)
, f(x) =

(
0

2ex

)
;
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(4) A =


2 1 −2

−1 0 0

1 1 −1

 , f(x) =


2− x

0

1− x

;

(5) A =


−1 −1 0

0 −1 −1

0 0 −1

 , f(x) =


x2

2x

x

.

解: (1) |A− λE| = (λ− 2)2 = 0 ⇒ λ1,2 = 2. 由 (A− 2E)2r = 0 得到两个线性无

关的特征向量 r10 =

(
1

0

)
, r20 =

(
0

1

)
, 且 r11 =

(
0

0

)
, r21 =

(
1

0

)
, 故基解矩阵为

Φ(x) =

(
e2x xe2x

0 e2x

)
.

通解为

y = Φ(x)c+Φ(x)

∫
Φ−1(x)f(x) dx

= C2

(
1

0

)
e2x + C2

(
x

1

)
e2x −

(
1
2

0

)
.

(2) |A− λE| = λ2 − n4 = 0 ⇒ λ = ±n2.

当 λ = n2 时,
(
−n2 −n2

−n2 −n2

)
→

(
1 1

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
1

−1

)
.

当 λ = −n2 时,
(
n2 −n2

−n2 n2

)
→

(
1 −1

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
1

1

)
.

故基解矩阵为

Φ(x) =

(
en2x e−n2x

−en2x e−n2x

)
.

其逆矩阵为

Φ−1(x) =
1

2

(
e−n2x −e−n2x

en2x en2x

)
.

故

Φ(x)−1f(x) =
1

2

(
e−n2x cosnx− e−n2x sinnx

en2x cosnx+ en2x sinnx

)
.
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利用不定积分公式
∫

eαx sinβx dx =
α

α2 + β2
eαx sinβx− β

α2 + β2
eαx cosβx+ C,∫

eαx cosβx dx =
α

α2 + β2
eαx cosβx+

β

α2 + β2
eαx sinβx+ C

得 ∫
Φ(x)−1f(x) dx =

1

2

(
n+1
n3+n

e−n2x sinnx+ −n+1
n3+n

e−n2x cosnx
n+1
n3+n

en2x sinnx+ n−1
n3+n

en2x cosnx

)
.

故

Φ(x)

∫
Φ(x)−1f(x) dx =

(
n+1
n3+n

sinnx
n−1
n3+n

cosnx

)
.

因此通解为

y = C1

(
1

−1

)
en2x + C2

(
1

1

)
e−n2x +

(
n+1
n3+n

sinnx
n−1
n3+n

cosnx

)
.

(3) |A− λE| =

∣∣∣∣∣2− λ −1

1 −λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2 = 0 ⇒ λ = 1, 由 (A−E)2r = 0 得到两个

线性无关得特征向量 r10 =

(
1

0

)
, r20 =

(
0

1

)
, 且 r11 =

(
1

1

)
, r21 =

(
−1

−1

)
. 故基解矩

阵为

Φ(x) =

(
(x+ 1)ex −xex

xex (1− x)ex

)
.

故

Φ(x)

∫
Φ(x)−1f(x) dx =

(
−x2ex

(−x2 + 2x)ex

)
.

故通解为

y = C1

(
x+ 1

x

)
ex + C2

(
−x

−x+ 1

)
ex +

(
−x2ex

(−x2 + 2x)ex

)
.

(4) |A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 −2

−1 −λ 0

1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)(λ2 + 1) = 0 ⇒ λ = 1,±i.
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当 λ = 1 时,


1 1 −2

−1 −1 0

1 1 −2

→


1 1 0

0 0 1

0 0 0

, 取特征向量为 r =


1

−1

0

.

当 λ = i 时,


2− i 1 −2

−1 −i 0

1 1 −1− i

→


1 0 −1

0 1 i
0 0 0

, 取特征向量为 r =


1

i
1

.

当 λ = −i 时, 可取特征向量为 r =


i
1

i

 (注意共轭特征向量为共轭特征值的特征

向量).
故基解矩阵为

Φ̃(x) =


ex eix ie−ix

−ex ieix e−ix

0 eix ie−ix

⇒ Φ(x) =


ex cosx sinx
−ex − sinx cosx
0 cosx sinx

 .

故

Φ−1(x) =


e−x 0 −e−x

− sinx − sinx sinx+ cosx
cosx cosx sinx− cosx

 .

故

Φ−1(x)f(x) =


e−x

(1− x) cosx− sinx
(1− x) sinx+ cosx

⇒
∫
Φ−1(x)f(x) dx =


−e−x

(1− x) sinx
(x− 1) cosx

 .

故

Φ(x)

∫
Φ−1(x)f(x) dx =


−1

x

0

 .

故通解为

y = C1


1

−1

0

 ex + C2


cosx
− sinx
cosx

+ C3


sinx
cosx
sinx

+


−1

x

0

 .
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(5) |A− λE| = −(λ+ 1)3 = 0 ⇒ λ1,2,3 = −1.

由 (A + E)3r = 0 得到三个线性无关的特征向量 r10 =


1

0

0

, r20 =


0

1

0

, r30 =


0

0

1

, 且 r11 = r12 = r22 = 0, r21 =


−1

0

0

, r31 =


0

−1

0

, r32 =


1

0

0

.

故基解矩阵为

Φ(x) =


e−x −xe−x 1

2
x2e−x

0 e−x −xe−x

0 0 e−x

 .

故

Φ−1(x) =


ex xex 1

2
x2ex

0 ex xex

0 0 ex

 .

故

Φ−1(x)f(x) =


3x2ex + 1

2
x3ex

2xex + x2ex

xex

⇒
∫
Φ−1(x)f(x) dx =


(
1
2
x3 + 3

2
x2 − 3x+ 3

)
ex

x2ex

(x− 1)ex

 .

故

Φ(x)

∫
Φ−1(x)f(x) dx =


x2 − 3x+ 3

x

x− 1

 .

故通解为

y = C1


1

0

0

 e−x + C2


−x
1

0

 e−x + C3


x2

−2x

2

 e−x +


x2 − 3x+ 3

x

x− 1

 .

3. 求出微分方程组 (6.24) 满足初值条件 y(0) = η 的解, 其中:

(1) A =

(
−5 −1

1 −3

)
, f(x) =

(
ex

e2x

)
, η =

(
1

0

)
;
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(2) A =

(
0 −2

2 0

)
, f(x) =

(
3x

4

)
, η =

(
2

3

)
;

(3) A =

(
4 −3

2 −1

)
, f(x) =

(
sinx

−2 cosx

)
, η =

(
0

0

)
;

(4) A =


16 14 38

−9 −7 −18

−4 −4 −11

 , f(x) =


−2e−x

−3e−x

2e−x

 , η =


0

0

0

.

解: (1) |A− λE| = (λ+ 4)2 = 0 ⇒ λ1,2 = −4.

由 (A + 4E)2r = 0 得两个线性无关的特征向量 r10 =

(
1

0

)
, r20 =

(
0

1

)
, 且

r11 =

(
−1

1

)
, r21 =

(
−1

1

)
.

故基解矩阵为

Φ(x) =

(
(1− x)e−4x −xe−4x

xe−4x (1 + x)e−4x

)
.

故

Φ−1(x) =

(
(1 + x)e4x xe4x

−xe4x (1− x)e4x

)
.

故

Φ−1(x)f(x) =

(
(1 + x)e5x + xe6x

−xe5x + (1− x)e6x

)
⇒
∫
Φ−1(x)f(x) dx =

 4
25

e5x + 1
5
xe5x − 1

36
e6x + 1

6
xe6x

− 1
5
xe5x + 1

25
e5x + 7

36
e6x − 1

6
xe6x

 .

故

Φ(x)

∫
Φ−1(x)f(x) dx =

 4
25

ex − 1
36

e2x

1
25

ex + 7
36

e2x

 .

故通解为

y = C1

(
(1− x)e−4x

xe−4x

)
+ C2

(
−xe−4x

(1 + x)e−4x

)
+

 4
25

ex − 1
36

e2x

1
25

ex + 7
36

e2x

 .

结合初值条件

C1

(
1

0

)
+ C2

(
0

1

)
+

(
4
25

− 1
36

1
25

+ 7
36

)
=

(
1

0

)
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得 C1 =
781
900
, C2 =

−211
900

, 故初值问题的解为

y =
781

900

(
1− x

x

)
e−4x +

−211

900

(
−x
1 + x

)
e−4x +

(
4
25

ex − 1
36

e2x
1
25

ex + 7
36

e2x

)
.

(2) |A− λE| = λ2 + 4 = 0 ⇒ λ = ±2i.

当 λ = 2i 时,
(
−2i −2

2 −2i

)
→

(
1 −i
0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
i
1

)
.

当 λ = −2i 时, 取特征向量为 r =

(
1

i

)
.

故基解矩阵为

Φ̃(x) =

(
ie2ix e−2ix

e2ix ie−2ix

)
⇒ Φ(x) =

(
cos 2x − sin 2x

sin 2x cos 2x

)
.

故

Φ−1(x) =

(
cos 2x sin 2x

− sin 2x cos 2x

)
.

故

Φ−1(x)f(x) =

(
3x cos 2x+ 4 sin 2x

−3x sin 2x+ 4 cos 2x

)
⇒
∫
Φ−1(x)f(x) dx =

(
3
2
x sin 2x− 5

4
cos 2x

3
2
x cos 2x+ 5

4
sin 2x

)
.

故

Φ(x)

∫
Φ−1(x)f(x) dx =

(
− 5

4
3
2
x

)
.

故通解为

y = C1

(
cos 2x
sin 2x

)
+ C2

(
− sin 2x

cos 2x

)
+

(
− 5

4
3
2
x

)
.

结合初值条件

C1

(
1

0

)
+ C2

(
0

1

)
+

(
− 5

4

0

)
=

(
2

3

)
,

得 C1 =
13
4
, C2 = 3, 故初值问题的解为

y =
13

4

(
cos 2x
sin 2x

)
+ 3

(
− sin 2x

cos 2x

)
+

(
− 5

4
3
2
x

)
.
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(3) |A− λE| = (λ− 1)(λ− 2) = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = 2.

当 λ = 1 时,
(
3 −3

2 −2

)
→

(
1 −1

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
1

1

)
.

当 λ = 2 时,
(
2 −3

2 −3

)
→

(
2 −3

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
3

2

)
.

故基解矩阵为

Φ(x) =

(
ex 3e2x

ex 2e2x

)
.

故

Φ−1(x) =

(
−2e−x 3e−x

e−2x −e−2x

)
.

故

Φ−1(x)f(x) =

(
−2e−x sinx− 6e−x cosx
e−2x sinx+ 2e−2x cosx

)
积分得 ∫

Φ−1(x)f(x) dx =

(
−2e−x sinx+ 4e−x cosx

−2e−2x cosx

)
.

故

Φ(x)

∫
Φ−1(x)f(x) dx =

(
−2 sinx+ cosx
−2 sinx+ 2 cosx

)
.

故通解为

y = C1

(
1

1

)
ex + C2

(
3

2

)
e2x +

(
−2 sinx+ cosx
−2 sinx+ 2 cosx

)
.

结合初值条件

C1

(
1

1

)
+ C2

(
3

2

)
+

(
1

2

)
=

(
0

0

)
,

得 C1 = −4, C2 = 1, 故初值问题的解为

y = −4

(
1

1

)
ex +

(
3

2

)
e2x +

(
−2 sinx+ cosx
−2 sinx+ 2 cosx

)
.

(4) (−2x,−3x, 2x)e−x.
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4. 求解微分方程组
d
dt

(
x

y

)
=

(
a −b
b a

)(
x

y

)
,

其中 a 和 b 为实常数, 而且 b ̸= 0.

解:
∣∣∣∣∣a− λ −b
b a− λ

∣∣∣∣∣ = (a− λ)2 + b2 = 0 ⇒ λ = a± bi.

当 λ = a+ bi 时,
(
−bi −b
b −bi

)
→

(
i 1

0 0

)
, 取特征向量为 r =

(
i
1

)
.

当 λ = a− bi 时, 取特征向量为 r =

(
1

i

)
.

故基解矩阵为

Φ̃(t) =

(
ie(a+bi)t e(a−bi)t

e(a+bi)t ie(a−bi)t

)
⇒ Φ(t) =

(
eat cos bt −eat sin bt
eat sin bt eat cos bt

)
.

故通解为 (
x

y

)
= C1

(
eat cos bt
eat sin bt

)
+ C2

(
−eat sin bt
eat cos bt

)
.

5. 证明: 常系数齐次线性微分方程组 dy
dx = Ay 的任何解当 x→ +∞ 时都趋于零,

当且仅当它的系数矩阵 A 的所有特征根都具有负的实部.

证明: 方程的基解矩阵为(
eλ1xP

(1)
1 (x), · · · , eλ1xP (1)

n1
(x); · · · ; eλsxP

(s)
1 (x), · · · , eλsxP (s)

ns
(x)
)
.

故

当 x→ +∞ 时任何解都趋于零

⇐⇒ eλix → 0 (x→ +∞) (i = 1, 2, · · · , s)

⇐⇒ Re(λi) < 0 (i = 1, 2, · · · , s).

6.3 高阶线性微分方程

6.3.1 证明与总结

对于高阶线性微分方程

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x),
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令 y1 = y, y2 = y′, · · · , yn = y(n−1), 记 y = (y1, · · · , yn)T 则

dy
dx = A(x)y+f(x) =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

−an(x) −an−1(x) −an−2(x) · · · −a1(x)




y1

y2
...
yn

+


0

0
...

f(x)

 .

(I) 齐次方程: 有 n 个线性无关的解 φ1(x), · · · , φn(x), 解组的朗斯基行列式

W (x) =W (x0)e−
∫ x
x0

a1(s) ds
.

(一个运用: 二阶齐次线性微分方程组 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 若知道一个特解可以求出
通解).

(II) 非齐次方程: 通解为

y = C1φ1(x) + · · ·+ Cnφn(x) + φ∗(x),

其中特解

φ∗(x) =
n∑

k=1

φk(x)

∫ x

x0

Wk(s)

W (s)
f(s) ds.

这里 W (x) 是 φ1(x), · · · , φn(x) 的 Wronsky 行列式, 而 Wk(x) 是 W (x) 中第 n 行第 k

列元素的代数余子式. 此公式既可以用前面的公式

y = Φ(x)

(
c+

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s) ds
)

取第一个分量导出, 也可以用常数变易法导出 (见习题 6).
esp: 常系数高阶线性微分方程, 其系数矩阵为

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a1


.

由 |A− λE| = λn + a1λ
n−1 + · · · + an−1λ+ an = 0 算出特征值 λ1, λ2, · · · , λs, 其重数
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分别为 n1, n2, · · · , ns (n1 + n2 + · · ·+ ns = n), 则齐次方程基本解组为:
eλ1x, xeλ1x, · · · , xn1−1eλ1x;

· · · · · · · · ·

eλsx, xeλsx, · · · , xns−1eλsx.

对于非齐次方程, 还需要求出特解, 一般用上述特解求解公式, 在 f(x) 形式特殊时,
可以用待定系数法:
当 f(x) = Pm(x)eµx 时, 取

φ∗(x) = xkQm(x)eµx,

其中 µ 为 k 重特征根.
当 f(x) = [Am(x) cos(βx) +Bl(x) sin(βx)]eαx 时, 取

φ∗(x) = xk[Cn(x) cos(βx) +Dn(x) sin(βx)]eαx,

其中 α± iβ 为 k 重特征根, n = max{m, l}.

6.3.2 习题

1. 证明函数组

φ1(x) =

x2, 当 x ⩾ 0,

0, 当 x < 0;
φ2(x) =

0, 当 x ⩾ 0,

x2, 当 x < 0

在区间 (−∞,+∞) 上线性无关, 但它们的朗斯基行列式恒等于零. 这与本节的定理 6.2∗

是否矛盾? 如果并不矛盾, 那么它说明了什么?

证明: 设 k1φ1(x)+k2φ2(x) = 0, ∀x ∈ (−∞,+∞), 当 x ⩾ 0时, k1x2 = 0 ⇒ k1 = 0,
当 x < 0 时, k2x2 = 0 ⇒ k2 = 0, 故 φ1(x) 与 φ2(x) 在 (−∞,+∞) 上线性无关. 这与
定理 6.2∗ 不矛盾, 并说明不存在二阶齐次线性微分方程使得它以 φ1(x) 与 φ2(x) 为解
组.

2. 证明命题 5.

证明: (⇒) 显然
(⇐) 设 k1φ1(x) + · · ·+ knφn(x) = 0, 则

k1φ
′
1(x) + · · ·+ knφ

′
n(x) = 0,
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· · ·

k1φ
(n−1)
1 (x) + · · ·+ knφ

(n−1)
n (x) = 0.

由向量函数组线性无关即得 ki = 0 (i = 1, 2, · · · , n), 故 φ1(x), · · · , φn(x) 线性无关.

3. 考虑微分方程: y′′ + q(x)y = 0.
(1) 设 y = φ(x) 与 y = ψ(x) 是它的两个解, 试证 φ(x) 与 ψ(x) 的朗斯基行列式恒
等于一个常数.

(2) 设已知方程有一个特解为 y = ex, 试求这方程的通解, 并确定 q(x) = ?

解: (1) W (x) =W (x0)e−
∫ x
x0

0 ds
=W (x0).

(2) 将 y = ex 代入原方程得 q(x) = −1, 即原方程为 y′′ − y = 0, 解得通解为
y = C1ex + C2e−x.

4. 考虑微分方程
y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0, (⋆)

其中 p(x) 和 q(x) 是区间 I : a < x < b 上的连续函数.
(1) 设 y = φ(x) 是方程 (⋆) 在区间 I 上的一个非零解 (即 φ(x) 在区间 I 上不
恒等于零), 试证 φ(x) 在区间 I 上只有简单零点 (即: 如果存在 x0 ∈ I, 使得
φ(x0) = 0, 那么必有 φ′(x0) ̸= 0). 并由此进一步证明, φ(x) 在任意有限闭区间
上至多有有限个零点, 从而每一个零点都是孤立的.

(2) 在例 1 中, 对一般的情形证明相应的结论.

解: (1) 假设存在 x0 ∈ I 使得 φ(x0) = φ′(x0) = 0, 则由解的存在唯一性定理知方
程只有零解 y = φ(x) = 0, 与 φ(x) 是非零解相矛盾, 故 φ(x) 在区间 I 上只有简单零点.

设 J 是 I 中有限闭区间, 且 φ(x) 在区间 J 上有无限个零点, 记为 {xn}n⩾1, 由
Bolzano-Weierstrass 定理知 {xn}n⩾1 有收敛子列, 不妨就设其本身收敛且 lim

n→∞
xn =

x0 ∈ J , 由连续性知 φ(x0) = 0, 故

φ′(x0) = lim
xn→x0

φ(xn)− φ(x0)

xn − x0
= 0.

由存在唯一性定理知 φ(x) ≡ 0, 矛盾, 故 φ(x) 的每一个零点都是孤立的.
(2) 情形 1: φ(x) 在区间 I 上恒不为零, 设 y = y(x) 是方程的任意一个解, 则由刘

维尔公式得 ∣∣∣∣∣φ y

φ′ y′

∣∣∣∣∣ = φy′ − φ′y = C2e−
∫ x
x0

p(t) dt
.
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在上式两边同时乘以 1
φ2 , 则得

d
dx

(
y

φ

)
=
C2

φ2
e−

∫ x
x0

p(t) dt
.

将上式从 x0 到 x 积分得∫ x

x0

d
ds

(
y

φ

)
ds = y(x)

φ(x)
− C1 =

∫ x

x0

C2

φ2(s)
e−

∫ s
x0

p(t) dt ds.

故

y(x) = φ(x)

[
C1 + C2

∫ x

x0

1

φ2(s)
e−

∫ s
x0

p(t) dt ds
]
,

其中 C1, C2 是任意常数.
情形 2: φ(x) 是非零解, 由 (1) 知 φ(x) 的每一个零点都是孤立的, 利用 φ(x) 的零

点将区间 (a, b) 分割为开区间之并.

5. 设函数 u(x) 和 v(x) 是方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 的一个基本解组, 试证:
(1) 方程的系数函数 p(x) 和 q(x) 能由这个基本解组唯一地确定.
(2) u(x) 和 v(x) 没有共同的零点.

证明: (1) 依题意得

p(x)u′ + q(x)u = −u′′

p(x)v′ + q(x)v = −v′′
, 又

∣∣∣∣∣u′ u

v′ v

∣∣∣∣∣ = −W [u(x), v(x)] ̸= 0,

故

p(x) =

∣∣∣∣∣−u′′ u

−v′′ v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣u′ u

v′ v

∣∣∣∣∣
=

u′′v − uv′′

W [u(x), v(x)]
, q(x) =

∣∣∣∣∣u′ −u′′

v′ −v′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣u′ u

v′ v

∣∣∣∣∣
=

u′v′′ − u′′v′

W [u(x), v(x)]
.

也即 p(x) 和 q(x) 能由这个基本解组唯一地确定.
(2) 假设 u(x) 和 v(x) 有共同的零点 x0, 则 W [u(x0), v(x0)] = 0, 与 u(x) 和 v(x)

为基本解组相矛盾, 故 u(x) 和 v(x) 没有共同的零点.

6. 试用常数变易法证明定理 6.3∗.

证明: 设非齐次线性微分方程的通解为

y = C1(x)φ1(x) + · · ·+ Cn(x)φn(x).

则
y′ = C ′

1(x)φ1(x) + · · ·+ C ′
n(x)φn(x) + C1(x)φ

′
1(x) + · · ·+ Cn(x)φ

′
n(x).
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令 C ′
1(x)φ1(x) + · · ·+ C ′

n(x)φn(x) = 0, 则

y′ = C1(x)φ
′
1(x) + · · ·+ Cn(x)φ

′
n(x).

故
y′′ = C ′

1(x)φ
′
1(x) + · · ·+ C ′

n(x)φ
′
n(x) + C1(x)φ

′′
1(x) + · · ·+ Cn(x)φ

′′
n(x).

令 C ′
1(x)φ

′
1(x) + · · ·+ C ′

n(x)φ
′
n(x) = 0, 则

y′′ = C1(x)φ
′′
1(x) + · · ·+ Cn(x)φ

′′
n(x).

同理可得
y(n−1) = C1(x)φ

(n−1)
1 (x) + · · ·+ Cn(x)φ

(n−1)
n (x).

y(n) = C ′
1(x)φ

(n−1)
1 (x) + · · ·+ C ′

n(x)φ
(n−1)
n (x) + C1(x)φ

(n)
1 (x) + · · ·+ Cn(x)φ

(n)
n (x).

将 y, y′, · · · , y(n) 的表达式代入 y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x) 得

C ′
1(x)φ

(n−1)
1 (x) + · · ·+ C ′

n(x)φ
(n−1)
n (x)

+

n∑
i=1

Ci(x)
(
φ
(n)
i (x) + a1(x)φ

(n−1)
i (x) + · · ·+ an(x)φi(x)

)
= f(x).

而
n∑

i=1

Ci(x)
(
φ
(n)
i (x) + a1(x)φ

(n−1)
i (x) + · · ·+ an(x)φi(x)

)
= 0.

故
C ′

1(x)φ
(n−1)
1 (x) + · · ·+ C ′

n(x)φ
(n−1)
n (x) = f(x).

再根据前面所得有

C ′
1(x)φ1(x) + · · ·+ C ′

n(x)φn(x) = 0,

C ′
1(x)φ

′
1(x) + · · ·+ C ′

n(x)φ
′
n(x) = 0,

· · · · · ·

C ′
1(x)φ

(n−1)
1 (x) + · · ·+ C ′

n(x)φ
(n−1)
n (x) = f(x).

上述方程组的系数行列式即为 W (x), 故

C ′
1(x) =

1

W (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 φ2(x) · · · φn(x)

0 φ′
2(x) · · · φ′

n(x)
...

...
...

f(x) φ
(n−1)
2 (x) · · · φ

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
W1(x)

W (x)
f(x).
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同理可得 C ′
i(x) =

Wi(x)

W (x)
f(x) (i = 2, 3, · · · , n), 积分得

Ci(x) =

∫ x

x0

Wi(s)

W (s)
f(s) ds+ Ci.

再代回最初的式子即得

y = C1φ1(x) + · · ·+ Cnφn(x) +
n∑

k=1

φk(x)

∫ x

x0

Wk(s)

W (s)
f(s) ds.

7. 设欧拉方程

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + · · ·+ an−1xy

′ + any = 0,

其中 a1, a2, · · · , an 都是常数, x > 0. 试利用适当的变换把它化成常系数的齐次线性微
分方程.

解: 令 x = et, 则
dy
dx =

dy
dt ·

dt
dx = e−t dy

dt ,

d2y

dx2 =
d
dt

(
dy
dx

)
· dt

dx = e−2t

(
d2y

dt2 − dy
dt

)
.

用归纳法可以证明

dky

dxk = e−kt

(
dky

dtk + β1
dk−1y

dtk−1
+ · · ·+ βk−1

dy
dt

)
. (⋆)

其中 β1, β2, βk−1 都是常数. 将其代入原方程就得到常系数齐次线性微分方程

dny

dtn + b1
dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ bn−1

dy
dt + bny = 0,

其中 b1, b2, · · · , bn 是常数. 求解之, 再代回原变量, 便可得原方程通解.

注 (⋆) 式其实不太精细, 事实上, 利用归纳法容易证明下列关系式

xk
dky

dxk =
d
dt

(
d
dt − 1

)
· · ·
(

d
dt − k + 1

)
y.

8. 求解有阻尼的弹簧振动方程

m
d2x

dt2 + r
dx
dt + kx = 0,

其中 m, r, k 都是正的常数. 并就 ∆ = r2 − 4mk 大于, 等于和小于零的不同情况, 说明
相应解的物理意义.
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解: 特征方程为
mλ2 + rλ+ k = 0.

特征根为

λ1 =
−r +

√
r2 − 4mk

2m
, λ2 =

−r −
√
r2 − 4mk

2m
.

(i) ∆ > 0 即大阻尼情形, λ2 < λ1 < 0, 通解为

x(t) = C1eλ1t + C2eλ2t,

其中 C1, C2 为任意常数. 此时 limt→∞ x(t) = 0, 并且有
(a) 当常数 C1 和 C2 全为零时, 则 x(t) ≡ 0, 即弹簧静止;
(b) 当常数 C1 和 C2 有且只有一个为零时, 则 x(t) 保持定号, 即弹簧不
能振动;

(c) 当常数 C1 和 C2 都不为零时, 此时弹簧最多只能经过一次静止点,
亦即

x(t0) = C1eλ1t0 + C2eλ2t0 = 0

当且仅当 −1 < C1

C2
< 0 异号, 而且 t0 =

1
λ2−λ1

ln
(
−C1

C2

)
.

(ii) ∆ < 0 即小阻尼情形, 此时 λ1 = α+ iβ, λ2 = α− iβ, 其中 α = − r
2m

< 0, β =
√
−∆
2m

> 0, 通解为

x(t) = eαt(C1 cosβt+ C2 sinβt) = Aeαt cos(βt− θ0).

故 limt→∞ x(t) = 0, 且
(a) 当 A = 0 时, 弹簧静止;
(b) 当 A > 0 时, 弹簧振动.

(iii) ∆ = 0 即临界阻尼情形, 有两个相等的特征根 λ1 = λ2 = − r
2m

, 通解为

x(t) = e− r
2m t(C1 + C2t).

此时 limt→∞ x(t) = 0 且 x(t) 至多有一个零点, 故弹簧不振动.

9. 求解弹簧振子在无阻尼下的强迫振动方程

m
d2x

dt2 + kx = p cosωt,

其中 m, k, p 和 ω 都是正的常数. 并对外加频率 ω ̸= ω0 和 ω = ω0 两种不同的情况, 说
明解的物理意义, 这里 ω0 =

√
k
m
是弹簧振子的固有频率.
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解: 特征方程为
mλ2 + k = 0.

解得特征根为 λ = ±
√

k
m

i = ±ω0i, 故相应齐次线性微分方程的解为

x(t) = C1 cosω0t+ C2 sinω0t.

当 ω ̸= ω0 时, 方程有特解 x(t) = A cosωt+B sinωt, 代入原方程得 A = p
k−mω2 , B = 0,

故原方程通解为

x(t) = C1 cosω0t+ C2 sinω0t+
p

k −mω2
cosωt.

当 ω = ω0 时, 方程有特解 x(t) = t(A cosω0t + B sinω0t), 代入原方程得 A = 0, B =
p

2mω0
, 故原方程通解为

x(t) = C1 cosω0t+ C2 sinω0t+
p

2mω0

t sinω0t.

此时发生了共振.

10. 求解下列常系数线性微分方程:
(1) y′′ + y′ − 2y = 2x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
(2) 2y′′ − 4y′ − 6y = 3e2x;
(3) y′′ + 2y′ = 3 + 4 sin 2x;
(4) y′′′ + 3y′ − 4y = 0;
(5) y′′′ − 2y′′ − 3y′ + 10y = 0;
(6) y′′′ − 3ay′′ + 3a2y′ − a3y = 0;
(7) y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 3y = 0;
(8) y(5) + 2y′′′ + y′ = 0;
(9) y(4) + 2y′′ + y = sinx, y(0) = 1, y′(0) = −2, y′′(0) = 3, y′′′(0) = 0;

(10) y(4) + y = 2ex, y(0) = y′(0) = y′′(0) = y′′′(0) = 1;
(11) y′′ − 2y′ + 2y = 4ex cosx;
(12) y′′ − 5y′ + 6y = (12x− 7)e−x;
(13) x2y′′ + 5xy′ + 13y = 0(x > 0);
(14) (2x+ 1)2y′′ − 4(2x+ 1)y′ + 8y = 0.

解: (1) λ2 + λ− 2 = 0 ⇒ λ1 = −2, λ2 = 1, 设方程的特解为 y = ax + b, 代入原方
程得 a = −1, b = − 1

2
, 故原方程的通解为

y = C1e−2x + C2ex − x− 1

2
.
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代入初值条件得 C1 = − 1
2
, C2 = 1, 故原方程的解为

y = −1

2
e−2x + ex − x− 1

2
.

(2) 2λ2 − 4λ− 6 = 0 ⇒ λ1 = 3, λ2 = −1, 设方程的特解为 y = ae2x, 代入原方程得
a = − 1

2
, 故原方程的通解为

y = C1e3x + C2e−x − 1

2
e2x.

(3) λ2 + 2λ = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = −2, 设特解为 y = Ax + B cos 2x + C sin 2x, 代入
原方程得 A = 3

2
, B = C = − 1

2
, 故原方程通解为

y = C1 + C2e−2c +
3

2
x− 1

2
(sin 2x+ cos 2x).

(4) λ3 + 3λ − 4 = 0 ⇒ λ = 1, −1±
√
15i

2
, 故方程的实基本解组为 ex, e− 1

2x cos
√
15
2
x,

e− 1
2x sin

√
15
2
x, 故通解为

y = C1ex +
(
C2 cos

√
15

2
x+ C3 sin

√
15

2
x

)
e− 1

2x.

(5) λ3−2λ2−3λ+10 = 0 ⇒ λ = −2, 2±i,故实基本解组为 e−2x, e2x cosx, e2x sinx,
故通解为

y = C1e−2x + (C2 cosx+ C3 sinx)e2x.

(6) λ3 − 3aλ2 + 3a2λ− a3 = (λ− a)3 = 0 ⇒ λ1,2,3 = a, 故通解为

y =
(
C1 + C2x+ C3x

2
)

eax.

(7) λ4−4λ3+8λ2−8λ+3 = (λ−1)2(λ2−2λ+3) = 0 ⇒ λ1,2 = 1, λ3 = 1+
√
2i, λ4 =

1−
√
2i, 故通解为

y = (C1 + C2x)ex + (C3 cos
√
2x+ C4 sin

√
2x)ex.

(8) λ5 +2λ3 + λ = λ(λ2 +1)2 = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2,3 = i, λ4,5 = −i, 故复基本解组为 1,
eix, xeix, e−ix, xe−ix, 相应的实基本解组为 1, cosx, sinx, x cosx, x sinx, 故通解为

y = C1 + (C2 + C3x) cosx+ (C4 + C5x) sinx.

(9) λ4 + 2λ2 + 1 = (λ2 + 1)2 = 0 ⇒ λ1,2 = i, λ3,4 = −i, 故对应齐次方程的通解为

φ(x) = C1 sinx+ C2 cosx+ C3x sinx+ C4x cosx.
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设特解为 φ∗(x) = x2(A cosx+B sinx), 则

(φ∗(x))
′
= 2x(A cosx+B sinx) + x2(−A sinx+B cosx),

(φ∗(x))
′′
= (2− x2)(A cosx+B sinx) + 4x(−A sinx+B cosx),

(φ∗(x))
′′′
= −6x(A cosx+B sinx) + (6− x2)(−A sinx+B cosx),

(φ∗(x))
(4)

= (x2 − 12)(A cosx+B sinx)− 8x(−A sinx+B cosx).

故 (x2 − 12 + 4 − 2x2 + x2)(A cosx + B sinx) + (−8x + 8x)(−A sinx + B cosx) =

−8(A cosx+ B sinx) = sinx ⇒ A = 0, B = − 1
8
, 故 φ∗(x) = − 1

8
x2 sinx, 故原方程的通

解为

y = C1 sinx+ C2 cosx+ C3x sinx+ C4x cosx− 1

8
x2 sinx.

再代入初值条件 y(0) = C2 = 1, y′(0) = C1 + C4 = −2, y′′(0) = −C2 + 2C3 = 3,
y′′′(0) = −C1 − 3C4 − 3

4
= 0, 解得 C1 = − 21

8
, C2 = 1, C3 = 2, C4 =

5
8
, 故原方程的解为

y =

(
−1

8
x2 + 2x− 21

8

)
sinx+

(
5

8
x+ 1

)
cosx.

(10) λ4 + 1 = 0 ⇒ λ = ei(π
4 + 1

2kπ) (k = 0, 1, 2, 3), 也即 λ1 =
√
2
2

+
√
2
2

i, λ2 =

−
√
2
2

+
√
2
2

i, λ3 = −
√
2
2

−
√
2
2

i, λ4 =
√
2
2

−
√
2
2

i, 故相应的齐次线性微分方程的解为

φ(x) =

(
C1 cos

√
2

2
x+ C2 sin

√
2

2
x

)
e

√
2

2 x +

(
C3 cos

√
2

2
x+ C4 sin

√
2

2
x

)
e−

√
2

2 x.

设原方程的特解为 φ∗(x) = Aex, 代入原方程得 A = 1, 故特解为 φ∗(x) = ex, 因此原方
程的通解为

y =

(
C1 cos

√
2

2
x+ C2 sin

√
2

2
x

)
e

√
2

2 x +

(
C3 cos

√
2

2
x+ C4 sin

√
2

2
x

)
e−

√
2

2 x + ex.

结合初值条件知 Ci = 0 (i = 1, 2, 3, 4), 故原方程满足初值条件的解为 y = ex.
(11) λ2 − 2λ+ 2 = 0 ⇒ λ = 1± i, 故相应齐次线性微分方程的通解为

φ(x) = (C1 cosx+ C2 sinx)ex.

设原方程的特解为 φ∗(x) = x(A cosx+B sinx)ex, 代入原方程得 A = 0, B = 2, 故特解
为 φ∗(x) = 2xex sinx, 故原方程的通解为

y = (C1 cosx+ C2 sinx)ex + 2xex sinx.



6.3 高阶线性微分方程 94

(12) λ2 − 5λ+ 6 = 0 ⇒ λ1 = 2, λ2 = 3, 故相应齐次线性微分方程的通解为

φ(x) = C1e2x + C2e3x.

设原方程的特解为 φ∗(x) = (Ax + B)e−x, 代入原方程得 A = 1, B = 0, 故特解为
φ∗(x) = xe−x, 因此原方程的通解为

y = C1e2x + C2e3x + xe−x.

(13) 令 x = et, 则原方程化为

d
dt

(
d
dt − 1

)
y + 5

d
dty + 13y =

d2y

dt2 + 4
dy
dt + 13y = 0.

特征方程为 λ2 + 4λ+ 13 = 0 ⇒ λ = −2± 3i, 故实基本解组为 e−2t cos 3t, e−2t sin 3t, 代
回原变量即得基本解组为 1

x2 cos(3 lnx), 1
x2 sin(3 lnx), 故通解为

y =
1

x2
(C1 cos(3 lnx) + C2 sin(3 lnx)).

(14) 令 u = 2x+ 1, 则
dy
dx =

dy
du

du
dx = 2

dy
du,

d2y

dx2 =
d

du

(
2

dy
du

)
du
dx = 4

d2y

du2 .

故原方程化为

u2 · 4d2y

du2 − 4u · 2dy
du + 8y = 0 ⇒ u2

d2y

du2 − 2u
dy
du + 2y = 0.

令 u = et, 则上述方程化为

d
dt

(
d
dt − 1

)
y − 2

d
dty + 2y =

d2y

dt2 − 3
dy
dt + 2y = 0.

特征方程为 λ2 − 3λ+ 2 = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = 2, 故通解为

y = C1et + C2e2t = C1u+ C2u
2 = C1(2x+ 1) + C2(2x+ 1)2.



第
7
章

幂级数解法

7.1 柯西定理

图 7.1: 柯西定理图示

(Ê) : dy
dx = F (x, y), y(x0) = y0

���−→ y = y0 +
∑∞

n=1 Ĉn(x− x0)
n

(E) : dy
dx = f(x, y), y(x0) = y0

���−→ y = y0 +
∑∞

n=1 Cn(x− x0)
n

|Cn| ⩽ Ĉn在 R0 内 F (x, y) 是 f(x, y) 的优函数

M

(1− x−x0
a )(1− y−y0

b )

真实解

y = y0 + b− b
√

1 + 2aM
b

ln
(
1− x−x0

a

)
(|x− x0| < ρ)

1. 陈述并详细证明解析微分方程组的柯西定理.

解: 柯西定理: 考虑微分方程组的初值问题

(E) :


dy1

dx = f1(x, y1, · · · , yn), y1(0) = 0

· · ·
dyn

dx = fn(x, y1, · · · , yn), yn(0) = 0

其中函数 fk(k = 1, 2, · · · , n) 在区域 R : |x| ⩽ α, |y1| ⩽ β, · · · , |yn| ⩽ β 内可以展成收敛
的幂级数

fk(x, y1, · · · , yn) =
∞∑

i,j1,··· ,jn=0

a
(k)
i,j1,··· ,jnx

iyj11 · · · yjnn .

95
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则初值问题 (E)在邻域 |x| < ρ内有唯一的解析解 yk = yk(x),其中 ρ = a
(
1− e

−b
(n+1)aM

)
, a <

α, b < β.

证明: 因为 fk(x, y1, · · · , yn) 在区域 R 上可以展成收敛的幂级数

fk(x, y1, · · · , yn) =
∞∑

i,j1,··· ,jn=0

a
(k)
i,j1,··· ,jnx

iyj11 · · · yjnn .

故对任意的正数 a < α, b < β, 正项级数
∞∑

i,j1,··· ,jn=0

a
(k)
i,j1,··· ,jna

ibj1+···+jn

收敛, 故其通项有界, 即存在 M > 0 使得∣∣∣a(k)i,j1,··· ,jn

∣∣∣ aibj1+···+jn ⩽M ⇒
∣∣∣a(k)i,j1,··· ,jn

∣∣∣ ⩽ M

aibj1+···+jn
. · · · (∗)

考虑下述函数在区域 R0 : |x| < a, |y1| < b, · · · , |yn| < b 上的展开式

G(x, y1, · · · , yn) =
M(

1− x
a

) (
1− y1

b

)
· · ·
(
1− yn

b

) =
∞∑

i,j1,··· ,jn=0

M

aibj1+···+jn
xiyj11 · · · yjnn .

由 (∗) 知在 R0 上 G(x, y1, · · · , yn) 是 fk(x, y1, · · · , yn) 的优函数.
我们考虑初值问题

(Ê) :
dyk
dx = G(x, y1, · · · , yn), yk(0) = 0(k = 1, 2, · · · , n)

注意到上述方程组的右端函数与 k 无关, 故只要标量函数 y 的初值问题

(Ẽ) :
dy
dx =

M(
1− x

a

) (
1− y

b

)n , y(0) = 0

有解 y = y(x), 则 yi = y(x)(i = 1, 2, · · · , n) 就是 (Ê) 的解. 容易求得 (Ẽ) 的解为

y = b− b
n+1

√
1 +

(n+ 1)aM

b
ln
(
1− x

a

)
.

可以证明当 |x| < ρ = a
(
1− e

−b
(n+1)aM

)
时, 上述解可以展开成收敛的幂级数, 故初值问

题 (E) 在 |x| < ρ 上有唯一的解析解.
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2. 设初值问题

(E) : y′′ + p(x)y′ + q(x) = 0, y(x0) = y0, y′(x0) = y′0,

其中 p(x) 和 q(x) 在区间 |x− x0| < a 内可以展成 (x− x0) 的收敛的幂级数, 则 (E) 的
解析解 y = y(x) 在 |x− x0| < a 内存在且唯一.

解: 令 y1 = y, y2 = y′, 则初值问题 (E) 等价于
dy1

dx = y2 = f1(x, y1, y2), y1(x0) = y0,

dy2

dx = −p(x)y2 − q(x)y1 = f2(x, y1, y2), y2(x0) = y′0.

结合题给条件知 fi(x, y1, y2)(i = 1, 2) 在区域

R : |x− x0| < a, |y1 − y0| <∞, |y2 − y′0| <∞

上可以展开成收敛的幂级数, 由柯西定理知初值问题在 |x − x0| < ρ 上存在唯一的解析
解, 其中

ρ = ã
(
1− e −b

3ãM

)
, ã < a, b <∞.

由于 lim
b→∞

ρ = ã, 又 ã < a 是任意的, 故 (E) 的解析解在 |x−x0| < a 上存在且唯一.

3. 叙述并证明解析微分方程的解关于初值和参数的解析性定理.

7.2 幂级数解法

1. 求出下列微分方程在 x = x0 处展开的两个线性无关的幂级数解, 并写出相应的
递推公式:

(1) y′′ − xy′ − y = 0, x0 = 0;
(2) y′′ − xy′ − y = 0, x0 = 1;
(3) (1− x)y′′ + y = 0, x0 = 0.

解: (1) 设方程有幂级数解

y =
∞∑

n=0

anx
n.

则

y′ =
∞∑

n=0

(n+ 1)an+1x
n,
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y′′ =
∞∑

n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n.

将之代入原方程得

∞∑
n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n+ 1)an]x
n = 0.

故递推公式为
(n+ 2)an+2 − an = 0 (n = 0, 1, · · · ).

故 a2n = 1
(2n)!!

a0, a2n+1 =
1

(2n+1)!!
a1 (n ⩾ 0), 从而得方程有幂级数解

y = a0

∞∑
n=0

x2n

(2n)!!
+ a1

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!
.

分别取 a0 = 1, a1 = 0 和 a0 = 0, a1 = 1 得两个线性无关的幂级数解

y1 =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!!
, y2 =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!
.

(2) 设方程有幂级数解

y =
∞∑

n=0

an(x− 1)n.

则

y′ =
∞∑

n=0

(n+ 1)an+1(x− 1)n,

y′′ =
∞∑

n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2(x− 1)n.

将之代入原方程得

∞∑
n=0

[
(n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n+ 1)(an+1 + an)

]
(x− 1)n = 0.

故递推公式为

an+2 =
an+1 + an
n+ 2

(n = 0, 1, · · · ).

分别取 a0 = 1, a1 = 0 和 a0 = 0, a1 = 1 可得两个线性无关的解.
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(3) 所设幂级数形式与 (1) 相同, 代入原方程可得
∞∑

n=0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n+ 1)nan+1 + an]x
n = 0.

故递推公式为

an+2 =
(n+ 1)nan+1 − an
(n+ 2)(n+ 1)

(n = 0, 1, · · · ).

分别取 a0 = 1, a1 = 0 和 a0 = 0, a1 = 1 得两个线性无关的幂级数解

y1 = 1− 1

2
x2 − 1

6
x3 − 1

24
x4 − 1

60
x5 − · · · ,

y2 = x− 1

6
x3 − 1

12
x4 − 1

24
x5 − · · · .

2. 对于下列初值问题求出 y′′(x0), y
(3)(x0) 和 y(4)(x0), 从而写出相应初值问题的解

在 x0 点的泰勒级数的前几项:
(1) y′′ + xy′ + y = 0; y(0) = 1, y′(0) = 0;

(2) y′′ + (sinx)y′ + (cosx)y = 0; y(0) = 0, y′(0) = 1.

解: (1) y′′(0) = −1, y(3)(0) = 0, y(4)(0) = 3, y = 1− 1
2!
x2 + 3

4!
x4 + · · · ;

(2) y′′(0) = 0, y(3)(0) = −2, y(4)(0) = 0, y = x− 2
3!
x3 + · · · .

3. 求解 Hermite 方程

y′′ − 2xy′ + λy = 0 (−∞ < x <∞),

其中 λ 是常数.

解: 设方程有幂级数解

y =
∞∑

n=0

anx
n.

则

y′ =
∞∑

n=0

(n+ 1)an+1x
n,

y′′ =
∞∑

n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n.

将之代入原方程得

∞∑
n=0

[
(n+ 2)(n+ 1)an+2 + (λ− 2n)an

]
xn = 0.
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故递推公式为

an+2 =
2n− λ

(n+ 2)(n+ 1)
an (n = 0, 1, · · · ).

从而

a2n =

∏n−1
k=0(4k − λ)

(2n)!
a0, a2n+1 =

∏n
k=1(4k − 2− λ)

(2n+ 1)!
a1 (n ⩾ 1).

故方程的解为

y = a0

[
1 +

∞∑
n=1

∏n−1
k=0(4k − λ)

(2n)!
x2n

]
+ a1

[
x+

∞∑
n=1

∏n
k=1(4k − 2− λ)

(2n+ 1)!
x2n+1

]
.

4. 求微分方程
y′′ + (sinx)y = 0

在 x = 0 处展开的两个线性无关的幂级数解.

解: 设方程有幂级数解 y =
∑∞

n=0 anx
n, 将之代入方程得

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n +

(
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

)(
∞∑

n=0

anx
n

)
= 0.

即
∞∑

n=0

(n+2)(n+1)an+2x
n+

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·

)(
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·

)
= 0.

也即 (下面的式子可以通过观察前几项 xn(n ⩾ 3) 的系数归纳得到:
(
a2 − 1

3!
a0
)
x3,(

a3 − 1
3!
a1
)
x4,
(
a4 − 1

3!
a2 +

1
5!
a0
)
x5,
(
a5 − 1

3!
a3 +

1
5!
a1
)
x6)

2a2+(3·2a3+a0)x+(4·3a4+a1)x2+
∞∑

n=3

 [(n−1)/2]∑
i=0

j=n−1−2i

(−1)i

(2i+ 1)!
aj + (n+ 2)(n+ 1)an+2

xn = 0.

令 x 的同次幂系数为零得

a2 = 0,

a3 = − 1

3!
a0,

a4 = − 1

3 · 4
a1,

a5 =
1

5!
a0,

a6 =
1

2 · 3 · 5 · 6
a1 +

1

2 · 3 · 5 · 6
a0, · · ·
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故方程的幂级数解为

y = a0

(
1− x3

3!
+
x5

5!
+

x6

2 · 3 · 5 · 6
+ · · ·

)
+ a1

(
x− x4

3 · 4
+

x6

2 · 3 · 5 · 6
− · · ·

)
.

分别取 a0 = 1, a1 = 0 和 a0 = 0, a1 = 1 可得两个线性无关的解.

7.3 勒让德多项式

7.3.1 证明与总结

求证: Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n.

证明: 利用积函数求导的 Leibniz 公式得

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn (x
2 − 1)n

=
1

2nn!

dn

dxn ((x+ 1)n(x− 1)n)

=
1

2nn!

n∑
k=0

Ck
n

(
dk

dxk (x+ 1)n
)(

dn−k

dxn−k
(x− 1)n

)

=
1

2nn!

n∑
k=0

Ck
n

(
n!

(n− k)!
(x+ 1)n−k

)(
n!

k!
(x− 1)k

)

=
1

2n

n∑
k=0

(
Ck

n

)2
(x+ 1)n−k(x− 1)k.

故 Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n.

注: 结合本题结论, 我们已经得到 Legendre 多项式的三种表达形式:

Pn(x) =
1

2n

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

k!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k

=
1

2nn!

dn

dxn (x
2 − 1)n

=
1

2n

n∑
k=0

(
Ck

n

)2
(x+ 1)n−k(x− 1)k.
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7.3.2 习题

1. 令函数
G(x, t) = (1− 2xt+ t2)−1/2.

则 G(x, t) 关于 t 展开的幂级数为

G(x, t) =
∞∑

n=0

Pn(x)t
n,

其中 Pn(x) 是勒让德多项式 (函数 G(x, t) 称为勒让德多项式的 Generating Function).

证明: 首先容易证明一个双重求和关系式

∞∑
n=0

n∑
k=0

A(n, k)tn+k =
∞∑

n=0

[n2 ]∑
k=0

A(n− k, k)tn. (⋆)
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令 u(x, t) = 2xt− t2, 则由幂级数公式 (1 + x)−
1
2 =

∑∞
n=0

(−1)n(2n−1)!!
(2n)!!

xn 知

G(x, t) = (1− u)−
1
2

=
∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
un

=

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
(2xt− t2)n

=
∞∑

n=0

n∑
k=0

Ck
n

(−1)k(2n− 1)!!

(2n)!!
(2xt)n−kt2k

=
∞∑

n=0

n∑
k=0

(−1)kn!(2n− 1)!!

k!(n− k)!(2n)!!
(2x)n−ktn+k(according to (∗))

=
∞∑

n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(n− k)!(2n− 2k − 1)!!

k!(n− 2k)!(2n− 2k)!!
2n−2kxn−2ktn

=
∞∑

n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(n− k)!(2n− 2k − 1)!!

2nk!(n− 2k)!(2n− 2k)!!
22n−2kxn−2ktn

=
∞∑

n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k
[
2n−k(n− k)!(2n− 2k − 1)!!

]
2nk!(n− 2k)! [(2n− 2k)!!/2n−k]

xn−2ktn

=
∞∑

n=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2ktn

=
∞∑

n=0

Pn(x)t
n.

证毕.

2. 利用上题中的 G(x, t) 所满足的恒等式

(1− 2xt+ t2)
∂G

∂t
= (x− t)G,

证明下述递推公式:

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0 (n ⩾ 1).

证明: 因为

G(x, t) =
∞∑

n=0

Pn(x)t
n,
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所以
∂G

∂t
=

∞∑
n=1

nPn(x)t
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)Pn+1(x)t
n.

又 (1− 2xt+ t2)∂G
∂t

= (x− t)G, 故
∞∑

n=0

(n+ 1)Pn+1(x)t
n − 2x

∞∑
n=0

(n+ 1)Pn+1(x)t
n+1 +

∞∑
n=0

(n+ 1)Pn+1(x)t
n+2

= x
∞∑

n=0

Pn(x)t
n −

∞∑
n=0

Pn(x)t
n+1.

即
∞∑

n=0

(n+ 1)Pn+1(x)t
n − 2x

∞∑
n=0

nPn(x)t
n − x

∞∑
n=0

Pn(x)t
n

+
∞∑

n=2

(n− 1)Pn−1(x)t
n +

∞∑
n=1

Pn−1(x)t
n = 0.

也即
∞∑

n=0

(n+ 1)Pn+1(x)t
n −

∞∑
n=0

(2n+ 1)xPn(x)t
n +

∞∑
n=1

nPn−1(x)t
n = 0.

故
(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0 (n ⩾ 1).

3. 利用刘维尔公式求出勒让德方程的另一个与 Pn(x) 线性无关的解 Qn(x), 并且
证明: 当 x < 1 而 x→ 1 时, |Qn(x)| → +∞.

证明: 由所学结论知

Qn(x) = Pn(x)

∫ x

x0

1

P2
n(s)

e−
∫ s
x0

−2t

1−t2
dt ds = Pn(x)

∫ x

x0

1− x20
P2

n(s)(1− s2)
ds.

因为 Pn(1) = 1, 所以存在 x0 ∈ (0, 1) 使得当 x ∈ [x0, 1] 时

1

2
⩽ Pn(x) ⩽ 2,

所以

Qn(x) ⩾
1

2

∫ x

x0

1− x20
4(1− s2)

ds = 1− x20
16

(
ln 1 + x

1− x
− ln 1 + x0

1− x0

)
→ +∞ (x→ 1−).

即
lim

x→1−
Qn(x) = +∞.
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7.4 广义幂级数解法

7.4.1 证明与总结

考虑微分方程
A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = 0.

设 x0 为其奇点, 将方程变形为

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

若 (x− x0)p(x) 和 (x− x0)
2q(x) 在 x0 附近解析, 则 x0 是正则奇点, 此时方程有收敛的

广义幂级数解

y =
∞∑

n=0

Cn(x− x0)
n+ρ (C0 ̸= 0),

其中指标 ρ 的求解方程为: ρ(ρ− 1) + a0ρ+ b0 = 0, 这里 a0, b0 分别为下述方程中 P (x)

和 Q(x) 在 x = x0 处的取值:

(x− x0)
2y′′ + (x− x0)P (x)y

′ +Q(x)y = 0.

∞∑
k=0

(k + ρ)(k + ρ− 1)Ck(x− x0)
k +

∞∑
k=0

ak(x− x0)
k

∞∑
k=0

(k + ρ)Ck(x− x0)
k

+

∞∑
k=0

bk(x− x0)
k

∞∑
k=0

Ck(x− x0)
k

=
∞∑
k=0

(k + ρ)(k + ρ− 1)Ck(x− x0)
k +

∞∑
k=0

k∑
j=0

aj(k − j + ρ)Ck−j(x− x0)
k

+
∞∑
k=0

k∑
j=0

bjCk−j(x− x0)
k = 0

故

(k + ρ)(k + ρ− 1)Ck +
k∑

j=0

aj(k − j + ρ)Ck−j +
k∑

j=0

bjCk−j = 0 (k = 0, 1, · · · )

当 k = 0 时, 即为 C0(ρ(ρ− 1) + a0ρ+ b0) = 0, 当 k ⩾ 1 时, 即为

[(k + ρ)(k + ρ− 1) + a0(k + ρ) + b0]Ck +
k∑

j=1

(aj(k − j + ρ) + bj)Ck−j = 0.
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记 f0(ρ) = ρ(ρ− 1) + a0ρ+ b0, fj(ρ) = ajρ+ bj , 则上式即为

Ckf0(ρ+ k) +
k∑

j=1

Ck−jfj(ρ+ k − j) = 0 (k ⩾ 1).

7.4.2 习题

1. 试判别 x = −1, 0, 1 是下列微分方程的什么点 (常点, 正则奇点或非正则奇点)?
(1) xy′′ + (1− x)y′ + xy = 0;
(2) (1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0;
(3) 2x4(1− x2)y′′ + 2xy′ + 3x2y = 0;
(4) x2(1− x2)y′′ + 2x−1y′ + 4y = 0;

(5) y′′ +
(

x

1 + x

)2

y′ + 3(1 + x)2y = 0.

解:
(1) x = ±1 为常点, x = 0 为正则奇点;
(2) x = ±1 为正则奇点, x = 0 为常点;
(3) x = ±1 为正则奇点, x = 0 为非正则奇点;
(4) x = ±1 为正则奇点, x = 0 为非正则奇点;
(5) x = 0, x = 1 为常点, x = −1 为非正则奇点.

2. 用广义幂级数求解下列微分方程:
(1) 2xy′′ + y′ + xy = 0;
(2) x2y′′ + xy′ +

(
x2 − 1

9

)
y = 0;

(3) 2x2y′′ − xy′ + (1 + x)y = 0;
(4) xy′′ + y = 0;
(5) xy′′ + y′ − y = 0.

解: (1) 设广义幂级数解为

y =
∞∑
k=0

Ckx
k+ρ.

将之代入方程得

∞∑
k=−1

((k + ρ+ 1)(2k + 2ρ+ 1)Ck+1 + Ck−1)x
k+ρ = 0 (C−2 = C−1 = 0).

指标方程为: ρ(2ρ− 1) = 0 ⇒ ρ = 0, 1
2
.
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当 ρ = 0 时, (k + 1)(2k + 1)Ck+1 + Ck−1 = 0 ⇒ Ck+1 = −Ck−1

(k+1)(2k+1)
(k ⩾ 0), 故

C2k+1 = 0(k ⩾ 0) 且

C2k =
−C2k−2

2k(4k − 1)
=

C2k−4

2k(4k − 1)(2k − 2)(2k − 5)
= · · · = (−1)kC0

2kk!3 · 7 · · · · · (4k − 1)
(k ⩾ 1).

此时解为

y1 = C0

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)nx2n

2nn!3 · 7 · · · · · (4n− 1)

]
.

当 ρ = 1
2
时, (k + 3

2
)(2k + 2)Ck+1 + Ck−1 = 0 ⇒ Ck+1 = −Ck−1

(2k+3)(k+1)
(k ⩾ 0), 故

C2k+1 = 0(k ⩾ 0) 且

C2k =
−C2k−2

2k(4k + 1)
=

C2k−4

2k(4k + 1)(2k − 2)(4k − 3)
= · · · = 2kC0

2kk!5 · 9 · · · · · (4k + 1)
(k ⩾ 1).

此时解为

y2 = C0x
1
2

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)nx2n

2nn!5 · 9 · · · · · (4n+ 1)

]
.

(2) 此方程为贝塞尔方程且对应的 n = 1
3
, 由教材讨论知此方程的解为

y1 = J 1
3
(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

Γ
(
k + 4

3

)
Γ(k + 1)

·
(x
2

)2k+ 1
3

,

y2 = J− 1
3
(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

Γ
(
k + 2

3

)
Γ(k + 1)

·
(x
2

)2k− 1
3

.

(3) 设广义幂级数解为

y =
∞∑
k=0

Ckx
k+ρ.

将之代入方程得

∞∑
k=0

[
((k + ρ)(2k + 2ρ− 3) + 1)Ck + Ck−1

]
xk+ρ = 0 (C−1 = 0).

指标方程为: ρ(2ρ− 3) + 1 = 0 ⇒ ρ = 1, 1
2
.

当 ρ = 1 时, ((k + 1)(2k − 1) + 1)Ck + Ck−1 = 0, 故

Ck =
−Ck−1

k(2k + 1)
=

Ck−2

k(2k + 1)(k − 1)(2k − 1)
= · · · = (−1)kC0

k!(2k + 1)!!
(k ⩾ 1).
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此时解为

y1 = C0x

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)nxn

n!(2n+ 1)!!

]
.

当 ρ = 1
2
时, ((k + 1

2
)(2k − 2) + 1)Ck + Ck−1 = 0, 故

Ck =
−Ck−1

k(2k − 1)
=

Ck−2

k(2k − 1)(k − 1)(2k − 3)
= · · · = (−1)kC0

k!(2k − 1)!!
(k ⩾ 1).

此时解为

y2 = C0x
1
2

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)nxn

n!(2n− 1)!!

]
.

(4) 设广义幂级数解为

y =
∞∑
k=0

Ckx
k+ρ.

将之代入方程得

∞∑
k=−1

((k + ρ+ 1)(k + ρ)Ck+1 + Ck)x
k+ρ = 0 (C−1 = 0).

指标方程为: ρ(ρ− 1) = 0 ⇒ ρ = 0, 1.
当 ρ = 1 时, (k + 1)(k + 2)Ck+1 + Ck = 0 ⇒ Ck+1 =

−Ck

(k+1)(k+2)
, 故

Ck =
−Ck−1

k(k + 1)
= · · · = (−1)kC0

k!(k + 1)!
(k ⩾ 1).

此时解为

y = C0x

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)nxn

n!(n+ 1)!

]
.

当 ρ = 0 时, (k + 1)kCk+1 + Ck = 0, 令 k = 0 得 C0 = 0, 不符合条件故舍去.
(5) 设广义幂级数解为

y =
∞∑
k=0

Ckx
k+ρ.

将之代入方程得
∞∑

k=−1

[
(k + ρ+ 1)2Ck+1 − Ck

]
xk+ρ = 0.
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指标方程为: ρ2 = 0 ⇒ ρ = 0, 故 (k + 1)2Ck+1 − Ck = 0, 因此

Ck =
Ck−1

k2
= · · · = C0

(k!)2
(k ⩾ 1).

故方程的解为

y = C0

[
1 +

∞∑
n=1

xn

(n!)2

]
.

3. 设超几何方程

x(1− x)y′′ + [γ − (1 + α+ β)]y′ − αβy = 0,

其中 α, β, γ 是常数.
(1) 证明 x = 0 是一个正则奇点, 相应的指标根为

ρ1 = 0 和 ρ2 = 1− γ;

(2) 证明 x = 1 也是一个正则奇点, 相应的指标根为

ρ1 = 0 和 ρ2 = γ − α− β;

(3) 设 1− γ 不是整数, 则超几何方程在 x = 0 的邻域内有一个幂级数解为

y1 = 1 +
αβ

γ · 1!
x+

α(α+ 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)2!
x2 + · · ·

(超几何级数). 试问它的收敛半径是什么?
(4) 设 1− γ 不是整数, 则第二个解是

y2 =x
1−γ

[
1 +

(α− γ + 1)(β − γ + 1)

(2− γ)1!
x

(α− γ + 1)(α− γ + 2)(β − γ + 1)(β − γ + 2)

(2− γ)(3− γ)2!
x2 + · · ·

]
.

证明: (1) 因为 γ−(1+α+β)x
1−x

和 αβx
x−1
在 x = 0 的邻域内解析, 所以 x = 0 是正则奇

点, 原方程等价于

x2y′′ +
x[γ − (1 + α+ β)x]

1− x
y′ − αβx

1− x
y = 0.

故 a0 = γ, b0 = 0, 故指标方程为: ρ(ρ− 1) + γρ = 0 ⇒ ρ1 = 0, ρ2 = 1− γ.
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(2) 因为 γ−(1+α+β)x
−x

和 αβ(x−1)
x

在 x = 1 的邻域内解析, 所以 x = 1 是正则奇点,
原方程等价于

(x− 1)2y′′ + (x− 1)
(1 + α+ β)x− γ

x
y′ +

x− 1

x
αβy = 0.

故 a0 = 1 + α+ β − γ, b0 = 0, 故指标方程为: ρ(ρ− 1) + (1 + α+ β − γ)ρ = 0 ⇒ ρ1 =

0, ρ2 = γ − α− β.
(3) 对于 ρ1 = 0, 设方程的幂级数解为

y =
∞∑
k=0

Ckx
k.

将之代入原方程得

∞∑
k=0

[(k + 1)(k + γ)Ck+1 − (k + α)(k + β)Ck]x
k = 0.

故

Ck+1 =
(k + α)(k + β)

(k + 1)(k + γ)
Ck (k ⩾ 0).

由此得到 (3) 中所示的一个解.
记 an = α(α+1)···(α+n−1)β(β+1)···(β+n−1)

γ(γ+1)···(γ+n−1)n!
, 则

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(α+ n)(β + n)

(γ + n)(n+ 1)
= 1.

故级数收敛半径为 1.
(4) 设 ρ = 1− γ 对应的广义幂级数解为

y =

∞∑
n=0

anx
n−γ+1.

则将之代入原方程得

∞∑
n=1

[
(n+ 1− γ)nan − (α+ n− γ)(β + n− γ)an−1

]
xn−γ = 0.

故

an =
(α+ n− γ)(β + n− γ)

(n+ 1− γ)n
an−1 (n ⩾ 1).
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所以

an =
(α− γ + 1) · · · (α− γ + n)(β − γ + 1) · · · (β − γ + n)

(2− γ) · · · (n+ 1− γ)n!
a0 (n ⩾ 1).

取 a0 = 1, 则得广义幂级数解

y = x1−γ

[
1 +

∞∑
n=1

(α− γ + 1) · · · (α− γ + n)(β − γ + 1) · · · (β − γ + n)

(2− γ) · · · (n+ 1− γ)n!
xn

]
.

7.5 贝塞尔函数

1. 试证:

d
dx
[
x−nJn(x)

]
= −x−nJn+1(x);

d
dx [xnJn(x)] = xnJn−1(x).

证明: 只证明第二式

d
dx
[
x−nJn(x)

]
=

d
dx

(
xn

∞∑
n=0

(−1)k

Γ(n+ k + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+n
)

=
∞∑

n=0

(−1)k

Γ(n+ k + 1)Γ(k + 1)

(
1

2

)2k+n

(2k + 2n)x2n+2k−1

= xn
∞∑

n=0

(−1)k

Γ(n+ k)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+n−1

= xnJn−1(x).

2. 证明半整数阶的贝塞尔函数为

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sinx, J− 1

2
(x) =

√
2

πx
cosx,

Jn+ 1
2
(x) =

(−1)n√
π

(2x)n+
1
2

dn

(dx2)n
sinx
x

,

J−n− 1
2
(x) =

1√
π
(2x)n+

1
2

dn

(dx2)n
cosx
x

(n = 0, 1, 2, · · · ).
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证明:

J 1
2
(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ
(
k + 3

2

) (x
2

)2k+ 1
2

=
∞∑
k=0

(−1)k

k!
(
k + 1

2

)
· · · · · 1

2

√
π

(x
2

)2k+ 1
2

=

√
2

πx

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

=

√
2

πx
sinx.

J− 1
2
(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ
(
k + 1

2

) (x
2

)2k− 1
2

=
∞∑
k=0

(−1)k

k!
(
k − 1

2

)
· · · · · 1

2

√
π

(x
2

)2k− 1
2

=

√
2

πx

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

=

√
2

πx
cosx.

Jn+ 1
2
(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ
(
n+ k + 3

2

) (x
2

)n+ 1
2+2k

=
∞∑
k=0

(−1)k

k!
(
n+ k + 1

2

) (
n+ k − 1

2

)
· · · · · 1

2

√
π

(x
2

)n+ 1
2+2k

=
∞∑
k=0

(−1)k2n+
1
2 (n+ k)(n+ k − 1) · · · (k + 1)√

π(2n+ 2k + 1)!
xn+

1
2+2k. (⋆)

将 sin x
x
展成幂级数并且令 x2 = t, 得

sinx
x

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
tk =

∞∑
k=−n

(−1)k+n

(2n+ 2k + 1)!
tn+k.
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故

dn

(dx2)n
sinx
x

=
d

dtn

(
∞∑

k=−n

(−1)k+n

(2n+ 2k + 1)!
tn+k

)

=
∞∑
k=0

(−1)n+k(n+ k)(n+ k − 1) · · · (k + 1)

(2n+ 2k + 1)!
tk.

结合 (⋆) 得

Jn+ 1
2
(x) =

(−1)n√
π

(2x)n+
1
2

dn

(dx2)n
sinx
x

.

最后一式同理可证.

3. 用贝塞尔函数表达微分方程

y′′ + xy = 0

的通解.

解: 令 x =
(
3
2
u
) 2

3 , y = x
1
2 v, 则

u =
2

3
x

3
2 , v = yx−

1
2 . (⋆)

对 x 求导得
du
dx =

√
x,

dy
dxx

− 1
2 − 1

2
x−

3
2 y =

dv
dx =

dv
du

du
dx =

√
x

dv
dx.

上式两端乘以 x 并整理得
√
x

dy
dx =

1

2
x−

1
2 y + x

3
2

dv
du. (⋆⋆)

由 (⋆)(⋆⋆) 得
√
x

dy
dx =

1

2
v +

3

2
u

dv
du. (⋆⋆⋆)

上式对 x 求导得

√
x

d2y

dx2 +
1

2
x−

1
2

dy
dx =

d
du

(
1

2
v +

3

2
u

dv
du

)
du
dx =

[
1

2

dv
du +

3

2

(
dv
du + u

d2v

du2

)]√
x.

两端乘以 x 并结合 (⋆)(⋆⋆⋆) 得

x
3
2

d2y

dx2 +
1

2

(
3

2
u

dv
du +

1

2
v

)
=

3

2
u

(
3

2
u

d2v

du2 + 2
dv
du

)
.
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故
d2y

dx2 =
2

3u

(
9

4
u2

d2v

du2 +
9

4
u

dv
du − 1

4
v

)
.

又

xy =

(
3

2
u

) 2
3
(
3

2
u

) 1
3

v =
3

2
uv,

故
2

3u

(
9

4
u2

d2v

du2 +
9

4
u

dv
du − 1

4
v

)
+

3

2
uv = 0.

即

u2
d2v

du2 + u
dv
du +

(
u2 − 1

9

)
v = 0.

因此
v = C1J 1

3
(u) + C2J− 1

3
(u).

从而原方程的解为

y =
√
x

[
C1J 1

3

(
2

3
x

3
2

)
+ C2J− 1

3

(
2

3
x

3
2

)]
.



第
8
章

定性理论与分支理论初步

8.2 解的李雅普诺夫稳定性

1. 证明: 线性方程零解的渐进稳定性等价于它的全局稳定性.
2. 设 x 和 t 都是标量, 试求出方程

dx
dt = a(t)x

的零解为稳定或渐进稳定的条件.
3. 对于极坐标下的方程

θ̇ = 1, θ̇ =

r2 sin 1
r
, 当 r > 0,

0, 当 r = 0,

试作出原点附近的相图, 并研究平衡点 r = 0 的稳定性质.
4. 设二阶常系数线性方程

dx
dt = Ax,

其中 A 是一个 2× 2 的常矩阵. 记p = − tr[A],

q = det[A].

再设 p2 + q2 ̸= 0, 试证:
(1) 当 p > 0 且 q > 0 时, 零解是渐进稳定的;
(2) 当 p > 0 且 q = 0 或 p = 0 且 q > 0 时, 零解是稳定的, 但不是渐进稳定的;
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(3) 在其他情形下, 零解都是不稳定的.
5. 讨论二维的微分方程

ẋ = y − xf(x, y), ẏ = −x− yf(x, y)

零解的稳定性, 其中函数 f(x, y) 在 (0, 0) 附近是连续可微的.
6. 设 x ∈ R1, 函数 g(x) 连续, 且 xg(x) > 0 当 x ̸= 0. 试证方程

ẍ+ g(x) = 0

的零解是稳定的, 但不是渐进稳定的.
7. 研究二维微分方程

ẋ = y, ẏ = −1 + x2

的两个平衡点的稳定性.
8. 讨论下列微分方程零解的稳定性:
(1) ẋ = −y − xy2, ẏ = x− x4y;
(2) ẋ = −y3 − x5, ẏ = x3 − y5;
(3) ẋ = −x+ 2x(x+ y)2, ẏ = −y3 + 2y3(x+ y)2;
(4) ẋ = 2x2y + y3, ẏ = −xy2 = 2x5.
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