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第
1
章

拓扑空间简介

定理 1.3.2 的证明

证明: (⇒)(反证法) 假设
⋂

i∈I Fi = ∅, 则(⋂
i∈I

Fi

)c

=
⋃
i∈I

F c
i = E,

也即 E 存在开覆盖 (F c
i )i∈I , 由 E 为紧集可知存在有限集 J ⊂ I 使得

E =
⋃
i∈J

F c
i .

故
⋂

i∈J Fi = ∅, 这与闭集族 (Fi)i∈I 的有限交性质相矛盾, 所以假设不成立.
(⇐) 同理可证.

定理 1 (距离越小, 拓扑越小) 设 (E, d1) 和 (E, d2) 都是度量空间, 且 d1 诱导的拓扑为 τ1,
d2 诱导的拓扑为 τ2, 若 d1 ≤ d2, 则 τ1 ⊂ τ2; 若存在正常数 C1, C2 使得 C1d2(x, y) ≤ d1(x, y) ≤
C2d2(x, y), ∀x, y ∈ E, 则 τ1 = τ2. 换言之, 若两个度量等价, 则其诱导出的拓扑是相同的.

证明: 事实上只需要证明后半部分, 因为前半部分是后半部分的推论.

U ∈ τ1 ⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, 使得 {y ∈ E | d1(x, y) < r} ⊂ U

⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, 使得
{
y ∈ E

∣∣∣∣ 1C2

d1(x, y) <
r

C2

}
⊂ U

⇒ ∀x ∈ U, ∃r > 0, 使得
{
y ∈ E

∣∣∣∣d2(x, y) < r

C2

}
⊂ U

⇔ U ∈ τ2.

所以 τ1 ⊂ τ2, 同理可证明 τ2 ⊂ τ1, 故 τ1 = τ2. 在这里, 我们要建立起一个清醒的认识, 那就是度量越
大, 其所对应的相同半径的开球越小.
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求证: 设 d 是 E 上的度量, 则 d,min{1, d}, rd(r > 0) 都诱导出 E 上相同的拓扑.

证明: 记三者诱导的拓扑分别为 τ1, τ2, τ3, 要证明 τ1 = τ2 = τ3, 由上述性质知 τ1 = τ3 显然成
立, 故只需要证明 τ1 = τ2. 由 d ≥ min{1, d} 知 τ2 ⊂ τ1. 又因为

U ∈ τ1 ⇔ ∀x ∈ U, ∃r ∈ (0, 1), 使得 {y ∈ E | d(x, y) < r} ⊂ U

⇒ ∀x ∈ U, ∃r ∈ (0, 1), 使得 {y ∈ E | min{1, d(x, y)} < r} ⊂ U

⇒ U ∈ τ2,

所以 τ1 ⊂ τ2, 从而 τ1 = τ2. 显然 d 与 min{1, d} 不是等价的度量, 由此可见不等价的度量也可以诱
导出相同的拓扑.

1. 证明定理 1.1.22.

证明: (1) 显然.
(2) 要证 E \ Å = E \A, 即证 Å = E \ (E \A), 而

x ∈ E \ (E \A) ⇔ ∃U ∈ N (x), s.t.U ∩ (E \A) = ∅

⇔ ∃U ∈ N (x), s.t.U ⊂ A

⇔ x ∈ Å.

故结论得证.
(3)因为 A ⊂ A∪B,所以 A ⊂ A ∪B,同理 B ⊂ A ∪B,故 A∪B ⊂ A ∪B,又 A∪B ⊃ A∪B ⇒

(A ∪B) = A ∪B ⊃ A ∪B, 结合双向包含关系可得 A ∪B = A ∪B, 同理可证 ˚̂
A ∩B = Å ∩ B̊.

2. (a) 设 (E, d) 是一个度量空间, F ⊂ E. 证明 d 在 F 上诱导的拓扑和 d 在 E 上诱导的拓扑
空间在 F 上的限制一致.

(b) 设 E 是一个拓扑空间, F 是 E 的拓扑子空间, A ⊂ F . 用实例说明 A 是 F 中闭集但是在 E

中不一定是闭集, 以及 A 在 F 中是开集但在 E 中不一定是开集.

证明: (a) 记 d 在 F 上诱导的拓扑为 τ , 在 E 上诱导的拓扑为 τ ′, 则我们需要证明 τ ′|F = τ .

U ∈ τ ′|F ⇔ ∃V ∈ τ ′, s.t.U = V ∩ F

⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, s.t.B(x, r) ⊂ V且U = V ∩ F

⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, s.t.B(x, r) ∩ F ⊂ U

⇔ U ∈ τ

故 τ ′|F = τ .
(b) 取 E 为二维欧式空间, F 为一维欧氏空间, 则 F 中的开集和闭集在 E 中分别不再是开集和

闭集.
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3. 设 E 是 R∗ = R\{0} 和另外两个不同的点构成的并集, 如 E = R∗ ∪ {−∞,+∞}. 并设 τ 是
E 中满足如下条件的子集 U 构成的集族:

(i) 在 R∗ 的拓扑下, U ∩ R∗ 在 R∗ 中是开的.
(ii) 若 −∞ ∈ U 或 +∞ ∈ U , 则 U 包含一个形如 R∗ ∩ V 的集合, 其中 V 是 R 中零点的一
个邻域.

证明:
(a) τ 是 E 上的拓扑.
(b) τ 不是 Hausdorff 空间.
(c) 任一点 x ∈ E 的所有邻域的交集为 {x}.

证明: (a)
• 显然 ∅, E ∈ τ

• 任意并性质: 设 (Ui)i∈I ⊂ τ , 需要证明
⋃

i∈I Ui ∈ τ . 首先验证其满足条件 (i): 对于每个
i ∈ I, 因为 Ui ∩ R∗ 在 R∗ 中是开的, 所以存在 R 中的开集 U∗

i 使得 Ui ∩ R∗ = U∗
i ∩ R∗, 故(⋃

i∈I

Ui

)
∩ R∗ =

⋃
i∈I

(Ui ∩ R∗) =

(⋃
i∈I

U∗
i

)
∩ R∗ 在 R∗ 中是开的.

再验证其满足条件 (ii): 不妨设 −∞ ∈
⋃

i∈I Ui, 则存在某个 i0 ∈ I, s.t. −∞ ∈ Ui0 , 则 Ui0 包
含一个形如 R∗ ∩ V 的集合,V 是 R 中零点的一个邻域, 从而

⋃
i∈I Ui 必然包含此 R∗ ∩ V .

• 有限交性质: 验证方法与上面方法类似.
(b)考虑 +∞和 −∞这两个特殊的点, 由条件 (ii)可知 +∞与 −∞不存在不相交的开邻域, 故

τ 不是 Hausdorff 空间.
(c) 若 x ∈ R∗, 则由于 R∗ 是 Housdorff 空间, 故 x 的所有邻域的交集为 {x}; 若 x ∈ E \ R∗, 如

x = −∞, 取 −∞ 的一列邻域
(
−∞∩ ((− 1

n
, 1
n
) ∩ R∗)

)
n≥1

. 显然
∞⋂

n=1

(
−∞∩ ((− 1

n
,
1

n
) ∩ R∗)

)
= −∞.

因此 −∞ 的所有邻域的交集必为单点集 {−∞}.

4. 证明: 紧空间中的任一序列均有凝聚点.

证明: 设 E 是紧空间, (xn)n≥1 ⊂ E 为任一序列.
当 (xn)n≥1 为有限集时, (xn)n≥1 从某一项开始必为常值, 此常值即为 (xn)n≥1 的凝聚点.
当 (xn)n≥1 为无限集时, 假设 (xn)n≥1 没有凝聚点, 则对任意 x ∈ E, 存在 Vx ∈ N (x) 使得

Vx ∩ (xn)n≥1 \ {x} = ∅.

因为 E 为紧空间, 所以 E 的开覆盖
⋃

x∈E Vx 存在有限子覆盖
⋃n

i=1 Vxi
= E. 然而

⋃n
i=1 Vxi

至多包
含 (xn)n≥1 中的有限个点, 这与 (xn)n≥1 为无限集相矛盾.
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5. 证明: 有限维的赋范空间是局部紧的.

证明: 设 E 为有限维赋范空间, 教材注 3.1.12 (2) 表明在有限维空间中有界闭集为紧集. 任取
x ∈ E, B(x, 1) 即为 x 的紧邻域, 故有限维的赋范空间是局部紧的.

6. 设 (E, τ) 是一个局部紧的但不是紧的 Hausdorff 空间. 我们在 E 上增加一个点, 记作 ∞, 然
后定义 Ê = E ∪ {∞}. 在 Ê 上定义集族 τ̂ , U ∈ τ̂ 当且仅当 U ∈ τ 或者存在 E 中的紧集 K, 使得
U = Ê \K. 证明:

(a) τ̂ 是 Ê 上的拓扑.
(b) τ̂ 在 E 上的限制等于 τ , 即 (E, τ) 是 (Ê, τ̂) 的拓扑子空间.
(c) (Ê, τ̂) 是一个紧 Hausdorff 空间.
(d) E 在 Ê 中稠密.

注 拓扑空间 (Ê, τ̂) 通常被称为 (E, τ) 的 Alexandorff 紧化空间 (Alexandorff compactification
or one-point compactification).

证明: (a) 显然 ∅, Ê ∈ τ̂ .
下面验证任意并性质: 设 (Ui)i∈I ⊂ τ̂ , 要证明

⋃
i∈I Ui ∈ τ̂ , 分三种情况讨论:

(1) 当 (Ui)i∈I ⊂ τ 时,
⋃

i∈I Ui ∈ τ ⇒
⋃

i∈I Ui ∈ τ̂ . (2) 当对任意 i ∈ I, Ui = Ê \Ki 时, 其中 Ki

为 E 中紧集. 注意到
⋂

i∈I Ki 仍为 E 中紧集且⋃
i∈I

Ui =
⋃
i∈I

Ê \Ki = Ê \
(⋂
i∈I

Ki

)
,

因此
⋃

i∈I Ui ∈ τ . (3) 存在非空真子集 J ⊂ I 使得当 i ∈ J 时, Ui = Ê \ Ki, Ki 为 E 中紧集; 当
i ∈ I \ J 时, Ui ∈ τ , 则⋃

i∈I

Ui =

(⋃
i∈J

Ê \Ki

)⋃( ⋃
i∈I\J

Ui

)
=

(
Ê \

⋂
i∈J

Ki

)⋃(
Ê \

⋂
i∈I\J

U c
i

)

= Ê \
((⋂

i∈J

Ki

)⋂( ⋂
i∈I\J

U c
i

))
.

而
(⋂

i∈J Ki

)⋂(⋂
i∈I\J U

c
i

)
是 E 中紧集, 故

⋃
i∈I Ui ∈ τ̂ .

再验证有限交性质: 只需要考虑两个开集 V1, V2 ∈ τ̂ 即可. 分三种情形:
(1)若 V1, V2 ∈ τ ,则 V1∩V2 ∈ τ ⇒ V1∩V2 ∈ τ̂ . (2)若 V1 = Ê\K1, V2 = Ê\K2,其中K1和K2是

E中的紧集,则 V1∩V2 = (Ê\K1)∩(Ê\K1) = Ê\(K1∪K2). 由于K1∪K2为 E中紧集,故 V1∩V2 ∈ τ̂ .
(3)若 V1 ∈ τ 且 V2 = Ê \K2, 其中 K2 是 E 中紧集, 则 V1 ∩V2 = V1 ∩ (Ê \K2) = V1 ∩ (E \K2) ∈ τ .
由此可知有限交性质成立.

(b) 往证 τ̂ |E = τ .
对于任意 U ∈ τ , 有 U ∈ τ̂ , 故 U = U ∩ E ∈ τ̂ |E , 从而 τ ⊂ τ̂ |E .
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对于任意 U ∈ τ̂ |E , 存在 Û ∈ τ̂ 使得 U = τ̂ ∩ E. 当 Û ∈ τ 时, U = Û ∩ E = Û ∈ τ ; 当
Û = Ê \K 时, U = (Ê \K) ∩ E = E \K ∈ τ , 从而 τ̂ |E ⊂ τ .

因此 τ̂ |E = τ .
(c) 首先证明 (Ê, τ̂) 是紧空间. 设 {Ui | i ∈ I} 为 Ê 的开覆盖, 则存在 i0 ∈ I 使得 ∞ ∈ Ui0 且

Ui0 = Ê \Ki0 , 其中 Ki0 为 E 中紧集. 由于 {Ui ∩E | i ∈ I, i 6= i0} 为 Ki0 的开覆盖, 故存在 Ki0 的
有限子覆盖 {Ui ∩ E}ni=1, 那么 {Ui0 , U1, . . . , Un} 即为 Ê 的有限子覆盖.
然后证明 (Ê, τ̂) 为 Hausdorff 空间. 事实上, 只需要证明 ∀x ∈ E 与 ∞ 存在不相交的开邻域即

可. 由于 E 局部紧, 所以存在开集 V 使得 x ∈ V ⊂ E 且 V 为紧集. 因此, 取 x 的开邻域 V 和 ∞
的开邻域 Ê \ V 即可.

7. 设 E 是一个局部紧的 Hausdorff 空间, 则 E 中每一点都有一个紧邻域基.

证明: 对于 E 中任意一点 x, 由 E 局部紧可知 x 点处存在紧邻域 W . 对于点 x 的任意开邻域
G, 我们的目标是寻找紧集 V 使得 x ∈ V ⊂ G.
若 W ⊂ G, 取 V = W 即可;
若 W 6⊂ G, 记 A = W ∩ Gc, 显然 A 是非空紧集. ∀y ∈ A, 由 Hausdorff 条件可知 y 与 x 存

在不相交的开邻域 Uy 和 Wy 使得 Wy ⊂ W . 因为 A 为紧集, 所以存在 y1, y2, · · · , yk ∈ A, 使得
A ⊂

⋃k
i=1 Uyi

, 令

U =
k⋃

i=1

Uyi
, V =

k⋂
i=1

Wyi
,

则 U 和 V 都是开集并且 U ∩ V = ∅, 这意味着 V ∩ U = ∅, 从而有

V ∩Gc = V ∩ (W ∩Gc) = V ∩A ⊂ V ∩ U = ∅,

故 V ⊂ G, 此时的 V 就是我们要寻找的紧集.

8. 证明注 1.4.2 中的命题 (1), (3) 和 (4).

命题 (1) 证明: 记所有基础开集的并集构成的集合为 τ , 下面证明 τ 是 E 上的拓扑.
(i) 显然 ∅, E ∈ τ

(ii) 任意并性质: 设 (Vα)α∈Λ ⊂ τ , 则每个 Vα 可以表为:

Vα =
⋃

β∈Λα

Oβ =
⋃

β∈Λα

∏
i∈Jβ

Ui ×
∏

i∈I\Jβ

Ei

 (Jβ 有限)

故 ⋃
α∈Λ

Vα =
⋃
α∈Λ

⋃
β∈Λα

∏
i∈Jβ

Ui ×
∏

i∈I\Jβ

Ei


上式仍为基础开集的并, 故

⋃
α∈Λ Vα ∈ τ
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(iii) 有限交性质: 设 (Vα)α∈Λ ⊂ τ , 其中 Λ = {α1, · · · , αn} 为有限指标集, 则

Vα =
⋃

β∈Λα

Oβ

故 ⋂
α∈Λ

Vα =
⋂
α∈Λ

⋃
β∈Λα

Oβ

=

 ⋃
β1∈Λα1

Oβ1

⋂ ⋃
β2∈Λα2

Oβ2

⋂ · · ·
⋂ ⋃

βn∈Λαn

Oβn


=

⋃
β1∈Λα1

⋃
β2∈Λα2

· · ·
⋃

βn∈Λαn

(
Oβ1

⋂
Oβ2

⋂
· · ·
⋂

Oβn

)
注意到有限个基础开集的交仍为基础开集, 故上式为基础开集的并, 因此

⋂
α∈Λ Vα ∈ τ .

命题 (3) 证明: 记 Rn 上的自然拓扑为 τ1, R × · · · × R 上的乘积拓扑为 τ2, 为叙述方便, 记
E := Rn = R× · · · × R.
首先证明 τ1 ⊂ τ2. 只需证明 (E, τ1) 中的任意开球为 (E, τ2) 中的开集即可. 任取 x ∈ E 和开球

B(x, r), 选取 (E, τ2) 中含 x 的开集 O =
∏n

i=1 Bi(xi,
r√
n
), 则对于任意 y ∈ O, 有 (xi − yi)

2 < r2

n
, 从

而 ( n∑
i=1

(xi − yi)
2 < r

)1/2

⇒ y ∈ B(x, r),

故 O ⊂ B(x, r), 因此 τ1 ⊂ τ2.
然后证明 τ2 ⊂ τ1. 只需证明 (E, τ2) 中任意基础开集为 (E, τ1) 中的开集即可. 任取 x ∈ E 和

(E, τ2) 中的基础开集 O =
∏n

i=1 Bi(xi, ri). 令 r = min{r1, . . . , rn}, 取 (E, τ1) 中的开球 B(x, r), 则
对于任意 y ∈ B(x, r), 有

∑n
i=1(xi − yi)

2 < r2, 从而对任意 1 ≤ i ≤ n 有

(xi − yi)
2 ≤

n∑
i=1

(xi − yi)
2 < r2 ≤ r2i ,

所以 yi ∈ Bi(xi, ri) ⇒ y ∈ O, 故 B(x, r) ⊂ O, 因此 τ2 ⊂ τ1.

命题 (4) 证明: 因为 (∏
i∈I

Fi

)c

=
⋃
i0∈I

F c
i0
×

⋃
i∈I\{i0}

Ei

为开集,

所以
∏

i∈I Fi 为 E 中闭集.
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9. 把定理 1.4.9 中的距离换成下面的距离

δ(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
dn(xn, yn).

证明由 δ 诱导的拓扑也与乘积拓扑相同.

证明: Denote by τ the product topology and denote by τδ the topology induced by δ. As
usual we may without loss of generality assume that dn ≤ 1 for all n ≥ 1.

Choose any Bδ(x, r) ⊂ τδ and y ∈ Bδ(x, r). Let

U :=
m∏

n=1

Bn(yn, s)×
∞∏

n=m+1

En,

where s and m are selected such that s+ 1
2m

< r − δ(x, y).
Thus for any z ∈ U , we have

δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z)

≤ δ(x, y) +
∞∑

n=1

1

2n
dn(yn, zn)

≤ δ(x, y) +
m∑

n=1

1

2n
dn(yn, zn) +

∞∑
n=m+1

1

2n
dn(yn, zn)

≤ δ(x, y) +
m∑

n=1

1

2n
s+

∞∑
n=m+1

1

2n

≤ δ(x, y) + s+
1

2m

< r.

It follows that y ∈ U ⊂ Bδ(x, r). Therefore Bδ(x, r) is an open set in τ and thus τδ ⊂ τ .
Conversely, choose any

U =
∏
i∈J

Bdi
(xi, ri)×

∏
i/∈J

Ei ∈ τ,

where J is a finite index set and choose any y ∈ U . Then we have di(xi, yi) < ri for all i ∈ J .
Choose some ball Bδ(y, r) ⊂ τδ where r is selected so small that

0 < r < min
i∈J

1

2i
(
ri − di(xi, yi)

)
.

Then for any z ∈ Bδ(y, r), we have that
∞∑

n=1

1

2n
dn(yn, zn) < r,
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and so for all i ∈ J ,
1

2i
di(yi, zi) < r <

1

2i
(
ri − di(xi, yi)

)
,

i.e.,
di(yi, zi) < ri − di(xi, yi).

Therefore

di(xi, zi) ≤ di(xi, yi) + di(yi, zi)

< di(xi, yi) + ri − di(xi, yi) = ri,

for all i ∈ J , which means z ∈ U and thus Bδ(y, r) ⊂ U . This completes the proof that τ ⊂ τδ.

10. 证明一列紧度量空间的乘积空间 (赋予乘积拓扑) 是紧的可度量化空间.
11. 设 E = {x = (xn)

∞
n=1 | ∀n ≥ 1, xn = 0 或 1} = {0, 1}N∗. 对每个 x = (xn)n≥1 ∈ E, 令

φ(x) =
∞∑

n=1

2xn

3n
.

在 {0, 1} 上赋予离散拓扑 (这实际上对应着自然的距离 d(0, 1) = 1), 则在 E 上有相应的乘积拓扑.
证明 φ 是 E 到 R 的紧子集 C = φ(E) 上的同胚.



第
2
章

完备度量空间

1. 完备性不是一个拓扑概念, 我们用两个例子说明这一点.
(a) 设有函数 φ(x) = x

1+|x| , x ∈ R, 并定义

d(x, y) = |φ(x)− φ(y)|, x, y ∈ R.

证明由此定义的 d 是 R 上的距离并和 R 上通常意义下的拓扑一致, 但 d 不完备.
(b)更一般地, 设 O 是完备度量空间 (E, d)上的开子集, 且 O 6= E. 映射 φ : O → E×R定义为

φ(x) =

(
x,

1

d(x,Oc)

)
:= (x, ρ(x)), ∀x ∈ O.

证明 φ 是从 O 到 E × R 的一个闭子集上的同胚. 并由此导出 O 上存在一个完备的距离, 由其所诱
导的拓扑和 d 在 O 上所诱导的拓扑一致 (注意, (O, dO) 一般并不完备).

证明: (a) 易知 φ(x) 是严格单调递增函数且 −1 < φ(x) < 1, |φ′(x)| ≤ 1

• d(x, y) ≥ 0 且 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y

• d(x, y) = |φ(x)− φ(y)| = |φ(y)− φ(x)| = d(y, x)

• d(x, y) = |φ(x)− φ(y)| ≤ |φ(x)− φ(z)|+ |φ(y)− φ(z)| = d(x, z) + d(y, z)

因此, d 是一个距离.
下证两拓扑一致 (距离越小,拓扑越小,下面第一个包含关系的推导是自然的),记 τ 为自然拓扑,

τd 为由 d 诱导的拓扑. 一方面,

U ∈ τd ⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, s.t.{y | |φ(x)− φ(y)| < r} ⊂ U

⇒ ∀x ∈ U, ∃r > 0, s.t.{y | |x− y| < r} ⊂ U

⇒ U ∈ τ.
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另一方面,

U ∈ τ ⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, s.t.{y | |y − x| < r} ⊂ U

⇒ ∀x ∈ U,取 s = min{φ(x)− φ(x− r), φ(x+ r)− φ(x)},

则 {y | |φ(y)− φ(x)| < s} ⊂ U

⇒ U ∈ τd.

综合两个方向知 τ = τd.
最后证明 d 不完备. 取集列 {An}∞n=1(An = [n,+∞)), 则

diamAn = sup
x,y∈An

|φ(x)− φ(y)| = 1− n

n+ 1
=

1

n+ 1
→ 0 (n → +∞)

但
⋂
n≥1

An = ∅, 由完备性的等价推论知 d 不完备.

(b) 由于
• φ 是连续的一一对应. φ1 = idO : x 7→ x 是连续的, 且 φ2 = ρ(x) : x 7→ 1

d(x,OC)
是连续的, 故

φ 连续, 由 φ1 是一一对应知 φ 是一一对应.
• φ(O)是闭集. 只需证明 φ(O)完备,任取 φ(O)中的 Cauchy序列 {(xn, ρn)},设其在 E×R中
收敛到 (x, ρ),由 Cauchy序列的有界性知存在M > 0,使得 0 ≤ ρn < M ,且 x ∈ O,则 x ∈ O

或者 x ∈ ∂O. 若 x ∈ ∂O, 则 d(x,OC) = 0, 故存在 no, 使得 d(xn0
, OC) < 1

M
⇒ ρn0

> M , 矛
盾. 所以 x ∈ O, 因此 (x, ρ) ∈ φ(O), 故 φ(O) 完备.

• φ−1 连续. 由 (xn, ρn) → (x, ρ) 显然得到 xn → x, 故 φ−1 连续
综上得知, φ 是从 O 到 E ×R 上的闭子集的同胚.
记 E ×R 上的度量为 δ, 定义 d∗ 为 d∗(x1, x2) = δ(φ(x1), φ(x2)), 容易验证 d∗ 是 O 上的一个完

备的距离,记 d∗ 诱导的拓扑为 τ∗,d诱导的拓扑为 τ ,则: 由 d(x, y) ≤ d∗(x, y) = max{d(x, y), |ρ(x)−
ρ(y)|} 知 τ ⊂ τ∗, 又: 另一个方向待完善.

2. 证明度量空间 (E, d)是完备的充分必要条件是: 对 E 中任意序列 (xn), 若对任一个 n ≥ 1有
d(xn, xn+1) ≤ 2−n, 则序列 (xn) 收敛.

证明: (⇒)∀ε > 0, 取 N = [1− log2 ε], 对于任意 m,n > N 有

d(xm, xn) ≤
1

2n
+

1

2n+1
+ · · ·+ 1

2m−1
=

1

2n−1
− 1

2m−1
< ε,

所以 (xn) 是 Cauchy 序列, 因 (E, d) 完备, 故 (xn) 在 E 中收敛.
(⇐) 任取 (E, d) 中的 Cauchy 序列 (xn)n≥1. 对于 ε1 = 1

2
, 存在 N1, 使得对于 ∀m,n ≥ N1 有

d(xm, xn) <
1
2
; 对于 ε2 = 1

22
, 存在 N2 > N1, 使得对于 ∀m,n ≥ N2 有 d(xm, xn) <

1
22

; 依次进行下
去可得 (xn)n≥1 的子列 (xNk

)k≥1 且此子列满足对于任意 k ≥ 1 有 d(xNk
, xNk+1

) < 2−k. 由假设条件
知 (xNk

)k≥1 收敛, 因此 (xn)n≥1 也收敛, 由此证明 (E, d) 完备.
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3. 设 (E, d) 是度量空间, (xn) 是 E 中的 Cauchy 序列, 并有 A ⊂ E. 假设 A 的闭包 A 在 E 中
完备并且 limn→∞ d(xn, A) = 0. 证明 (xn) 在 E 中收敛.

证明: 先证明 limn→∞ d(xn, A) = 0. 任取 x ∈ A, y ∈ A, 有

d(xn, y) ≤ d(xn, x) + d(x, y),

上述不等式关于 x ∈ A 取下确界得

d(xn, y) ≤ d(xn, A) + inf
x∈A

d(x, y) = d(xn, A),

上述不等式再关于 y ∈ A 取下确界得

d(xn, A) ≤ d(xn, A).

令 n → ∞ 即得 limn→∞ d(xn, Ā) = 0.
令 (yn)n≥1 为 A 中满足 d(xn, yn) = d(xn, A) 的序列, 由 lim

n→∞
d(xn, yn) = 0 及 (xn)n≥1 是

Cauchy 序列有

∀ε > 0, ∃N > 0, ∀m,n > N, d(xn, yn) < ε/3, d(xn, xm) < ε/3.

故
d(yn, ym) ≤ d(yn, xn) + d(xn, xm) + d(xm, ym) < ε.

从而 (yn)n≥1 是 Cauchy 序列, 由 A 的完备性知 (yn)n≥1 收敛, 记为 yn → y, 故

∀ε > 0, ∃M > 0, ∀n > M, d(yn, y) < ε/2, d(xn, yn) < ε/2.

因此 d(xn, y) ≤ d(xn, yn) + d(yn, y) < ε, 从而说明 xn → y.

4. 设 (E, d) 是度量空间, α > 0. 假设 A ⊂ E 满足对任意 x, y ∈ A 且 x 6= y, 必有 d(x, y) ≥ α.
证明 A 是完备的.

证明: 任取 A 中的 Cauchy 序列 (xn)n≥1, 由定义知对于题给常数 α, ∃N > 0, 使得对于
∀m,n > N , 有 d(xm, xn) < α, 结合条件知 ∀m,n > N, xm = xn, 因此序列 (xn)n≥1 收敛, 故 A 完
备.

5. 设 (E, d) 是度量空间且 A ⊂ E. 假设 A 中任一 Cauchy 序列在 E 中收敛, 证明 A 的闭包 A

是完备的.
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证明: 任取 A 中的 Cauchy 序列 (xn)n≥1. 对于 ∀ε > 0, 存在序列 (yn)n≥1 ⊂ A 使得对于
∀n ≥ 1 有

d(xn, yn) <
ε

3
.

因为 (xn)n≥1 是 Cauchy 序列, 所以对于上述 ε > 0, 存在 N ≥ 1, 使得对于 ∀m,n ≥ N 有

d(xm, xn) <
ε

3
,

于是
d(ym, yn) ≤ d(ym, xm) + d(xm, xn) + d(xn, yn) < ε,

所以 (yn)n≥1 是 A中的 Cauchy序列, 由题目条件知 yn → y ∈ A, 于是对于上述 ε > 0, 存在 M ≥ 1,
使得当 n ≥ M 时 d(yn, y) <

2
3
ε,从而 d(xn, y) < d(xn, yn)+d(yn, y) <

ε
3
+ 2

3
ε = ε. 所以 xn → y ∈ A,

由完备性定义知 A 完备.

6. 设 (E, d) 是度量空间, 而 (xn) 是 E 中发散的 Cauchy 序列. 证明
(a) 任取 x ∈ E, 序列 (d(x, xn)) 收敛于一个正数, 记为 g(x).
(b) 函数 x 7→ 1

g(x)
是从 E 到 R 的连续函数.

(c) 上面的函数无界.

证明: (a) 由 (xn)n≥1 是 Cauchy 序列和三角不等式得

|d(x, xm)− d(x, xn)| ≤ d(xm, xn) → 0, m, n → ∞,

故序列 (d(x, xn))n≥1 是 R中的 Cauchy序列,由 R的完备性知 (d(x, xn))n≥1 收敛,记收敛值为 g(x).
显然 g(x) ≥ 0, 若 g(x) = 0, 则 limn→∞ d(x, xn) = 0, 故 xn → x, 与 (xn)n≥1 发散相矛盾, 因此

g(x) > 0.
(b) 只需证明 g(x) 连续即可. 任意取定 x0 ∈ E, 则

|g(x)− g(x0)| = | lim
n→∞

d(x, xn)− lim
n→∞

d(x0, xn)|

=
∣∣ lim
n→∞

(
d(x, xn)− d(x0, xn)

)∣∣
≤ lim

n→∞
d(x, x0)

= d(x, x0),

上述不等式表明 g(x) 为连续函数.
(c) 假设 1

g(x)
有界, 即存在 M > 0, 使得 1

g(x)
< M ⇒ g(x) > 1

M
(∀x ∈ E). 因为 (xn)n≥1 是

Cauchy 序列, 所以存在 N ≥ 1, 当 ∀n > N 时, d(xn, xN ) < 1
M

, 故 g(xN ) = limn→∞ d(xn, xN ) ≤ 1
M

,
矛盾, 因此 1

g(x)
无界.
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7. 设 (E, d) 和 (F, δ) 都是度量空间, f : (E, d) → (F, δ) 是一致连续的双射并且逆映射 f−1 也
是一致连续的. 证明对任意 A ⊂ E, f(A) 完备当且仅当 A 完备.

证明: (⇐)假设 A完备,要证明 f(A)完备. 任取 f(A)中的 Cauchy序列 (yn)n≥1,记 f−1(yn) =

xn,从而得到 A中的序列 (xn)n≥1,由 f−1 一致连续知对于 ∀ε > 0,存在 θ > 0,使得当 δ(ym, yn) < θ

时, 有 d(xm, xn) < ε. 对于上述的 θ > 0, 存在 N ≥ 1, 当 m,n > N 时, δ(ym, yn) < θ, 此时
d(xm, xn) < ε. 从而 (xn)n≥1 是 A 中的 Cauchy 序列, 由 A 完备知 (xn)n≥1 收敛, 记 xn → x ∈ A,
故 yn = f(xn) → f(x) ∈ f(A), 因此 f(A) 是完备的.

(⇒) 由 f 的一致连续性可证, 证法同充分性.

8. 设 f : Rn → R 是一致连续函数. 证明存在两个非负常数 a 和 b, 使得

|f(x)| ≤ a‖x‖+ b,

这里 ‖x‖ 是 x 的欧氏范数.

证明: 为强调自变量为 Rn 中向量, 下面记 x ∈ Rn 为 ~x.
因为 f(~x)一致连续,所以对于任意 ε > 0,存在 δ > 0,使得当 ‖~x−~y‖ < δ时,有 |f(~x)−f(~y)| < ε.
固定 ε 和 δ, 取定某 0 < δ′ < δ. 则对于任意 ~x ∈ Rn, 可将其表为

~x = δ′
~x

‖~x‖
·N + ~x0, ‖~x0‖ < δ′,

其中 N = ∥x⃗−x⃗0∥
δ′

. 可以将 f(~x) 进行如下和式分解:

f(~x) =
N∑

k=1

[
f

(
δ′

~x

‖~x‖
k + ~x0

)
− f

(
δ′

~x

‖~x‖
(k − 1) + ~x0

)]
+ f(~x0),

并且注意到 ‖~x0‖ = ‖~x0 − ~0‖ < δ′ < δ, 所以 |f(~x0)− f(~0)| < ε, 即 f(~0)− ε < f(~x0) < f(~0) + ε, 记
M = max{|f(~0)− ε|, |f(~0) + ε|}. 从而

|f(~x)| ≤
N∑

k=1

∣∣∣∣f(δ′ ~x

‖~x‖
k + ~x0

)
− f

(
δ′

~x

‖~x‖
(k − 1) + ~x0

)∣∣∣∣+ |f(~x0)|

≤ N · ε+M

=
‖~x− ~x0‖

δ′
· ε+M

≤ ‖~x‖+ ‖~x0‖
δ′

· ε+M

<
ε

δ′
‖~x‖+ (M + ε).

记 a = ε
δ′
且 b = M + ε, 则上述不等式表明

|f(~x)| ≤ a‖~x‖+ b.
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9. 设 f : E → F 是两个度量空间之间的连续映射, 并设 f 在 E 的每个有界子集上一致连续.
(a) 证明若 (xn)n≥1 是 E 中的 Cauchy 序列, 则 (f(xn))n≥1 也是 F 中的 Cauchy 序列.
(b) 设 E 在度量空间 E′ 中稠密并且 F 是完备的, 证明 f 可以唯一地拓展成从 E′ 到 F 的连续

映射.

证明: (a) 因为 (xn)n≥1 是 Cauchy 序列, 所以 (xn)n≥1 为有界序列. 又 f 在 E 的有界子集上
一致连续且一致连续映射将 Cauchy 序列映为 Cauchy 序列, 故 (f(xn))n≥1 是 F 中的 Cauchy 序列.

(b) 记 E 上的度量为 d, F 上的度量为 δ.
首先构造 f 的一个扩展映射. 由于 E 在 E′ 中稠密, 故对于 ∀x ∈ E′, 存在 (xn)n≥1 ⊂ E 使

得 (xn)n≥1 收敛于 x. 显然 (xn)n≥1 为 Cauchy 序列, 故由 (a) 知 (f(xn))n≥1 为 F 中的 Cauchy
序列, 又因 F 完备, 故存在 y ∈ F , 使得 (f(xn))n≥1 收敛于 y. 定义 f̃(x) = y. 由于 E 中收敛
于 x 的序列不唯一, 故需证明这一定义不依赖 (xn)n≥1 的选择. 设 (x′

n)n≥1 也收敛于 x, 相应地, 定
义 y′ = f̃(x′

n). 由于 (xn)n≥1 和 (x′
n)n≥1 都收敛于 x, 故存在 r > 0 使得 (xn)n≥1 ⊂ B(x, r) 且

(x′
n)n≥1 ⊂ B(x, r). 由于 f 在有界集 B(x, r) 上一致连续, 故对于 ∀ε > 0, 存在 η > 0, 使得当

d(xn, x
′
n) < η 时, 有 δ(f(xn), f(x

′
n)) < ε. 对于上述 η > 0, 存在 N , 当 n > N 时, 有 d(xn, x

′
n) < η,

因此 limn→∞ δ(f(xn), f(x
′
n)) = 0. 由度量的连续性即得 δ(y, y′) = 0, 故 y = y′. 显然 f̃ |E = f , 故 f̃

为 f 的一个扩展.

10. 构造一个反例说明: 在不动点定理中, 如果我们将映射 f 满足的条件减弱为

d(f(x), f(y)) < d(x, y), ∀x, y ∈ E 且 x 6= y,

则结论不成立.

证明: 取函数 f(x) = (x2 + 1)1/2, 不妨设 x > y, 则由下面推导过程:
√
x2 + 1−

√
y2 + 1 < x− y ⇐ 2− 2

√
x2 + 1

√
y2 + 1 < −2xy

⇐ 1 + xy <
√
x2 + 1

√
y2 + 1

⇐ 1 + x2y2 + 2xy < x2y2 + x2 + y2 + 1

⇐ 0 < (x− y)2,

可知 f(x) 满足题给条件, 显然 f(x) 没有不动点.

11. 设 (E, d) 是一个完备的度量空间, f 是其上的映射, 并满足 fn = f ◦ · · · ◦ f (n 次幂) 是压缩
映射. 证明 f 有唯一的不动点, 并给出例子说明 f 可以不连续.

证明: 因为 fn 是压缩映射, 所以 fn 存在唯一的不动点 x0 ∈ E, 即 fn(x0) = x0. 那么就有

fn(f(x0)) = f(fn(x0)) = f(x0).
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这说明 f(x0) 也是 fn 的不动点, 而由不动点的唯一性知 f(x0) = x0, 即 x0 为 f 的不动点.
下证 f 的不动点唯一,假设 f 存在另一个不动点 y0,即 f(y0) = y0,则由归纳法可推出 fn(y0) =

y0. 由 fn 的不动点的唯一性知 y0 = x0.
综上可知, f 的不动点存在且唯一.

12. 记区间 I = (0,∞) 上通常的拓扑为 τ .
(a) 证明 τ 可由如下完备的距离 d 诱导:

d(x, y) = | logx− log y|.

(b) 设函数 f ∈ C1(I) 满足对某个 λ < 1, 任取 x ∈ I, 都有 x|f ′(x)| ≤ λf(x). 证明 f 在 I 上存
在唯一的不动点.

证明: (a) 将距离 d 诱导的拓扑记为 τd.

U ∈ τ ⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, s.t.{y > 0 | |y − x| < r} ⊂ U

⇒ ∀x ∈ U, ∃r∗ = ln
( r
x
+ 1
)
> 0, s.t.{y > 0 | |logy − logx| < r∗} ⊂ U

⇒ U ∈ τd

U ∈ τd ⇔ ∀x ∈ U, ∃r > 0, s.t.{y > 0 | |logy − logx| < r} ⊂ U

⇒ ∀x ∈ U, ∃r∗ = x(1− e−r) > 0, s.t.{y > 0 | |y − x| < r∗} ⊂ U

⇒ U ∈ τ

因而 τ 可由距离 d 诱导, 下面证明距离 d 是完备的:
任取 (I, d) 中的 Cauchy 序列 (xn)n≥1, 记 yn = logxn ∈ R, 则

∀ε > 0, ∃N, ∀m,n > N, | logxm − logxn| < ε

也即
∀ε > 0, ∃N, ∀m,n > N, |ym − yn| < ε

故 (yn)n≥1 是 (R, dR) 中的 Cauchy 序列 (dR 表示自然距离), 由 (R, dR) 的完备性知

∃y ∈ R, s.t.yn → y

令 x = ey ∈ I, 则有 d(xn, x) = | logxn − logx| = |yn − y| → 0, 从而说明 (I, d) 完备.
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(b) 首先, 应该声明 f 恒大于零, 否则, 取 f ≡ 0, 此时 f 满足题目条件但是显然 f 没有不动点.
在度量空间 (I, d) 中, f 的导数为:

∀x0 ∈ I, f (1)(x0) = lim
x→x0

d(f(x), f(x0))

d(x, x0)
= lim

x→x0

| log f(x)− log f(x0)|
| logx− logx0|

= lim
x→x0

∣∣∣ log f(x)−log f(x0)
x−x0

∣∣∣∣∣∣ log x−log x0

x−x0

∣∣∣ =
x0|f ′(x0)|
f(x0)

.

结合题目条件 x|f ′(x)| ≤ λf(x) 知对 ∀x ∈ I, 有 |f (1)(x)| ≤ λ < 1, 这表明 f 在度量空间 (I, d) 中为
压缩映射. 又因为 (I, d) 是完备度量空间, 因此 f 在 I 上存在唯一的不动点.

13. 设 E 是可数集, 其元素记为 a1, a2, · · · . 定义

d(ap, ap) = 0 且当 p 6= q 时, d(ap, aq) = 10 +
1

p
+

1

q
.

(a) 证明 d 是 E 上的距离并且 E 成为一个完备的度量空间.
(b) 设 f : E → E 定义为 f(ap) = ap+1. 证明当 p 6= q 时, 有

d(f(ap), f(aq)) < d(ap, aq),

但是 f 没有不定点.

证明: (a) 由 d 的定义容易验证其满足正定性、对称性以及三角不等式, 因此 d 是 E 上的距离.
并且对任意 p 6= q, 有 d(ap, aq) > 10, 由第四题结论, 可知 (E, d) 是完备度量空间.

(b) 当 p 6= q 时, d(f(ap), f(aq)) = d(ap+1, aq+1) = 10 + 1
p+1

+ 1
q+1

< d(ap, aq). 假设 f 存在不
动点 ak, 则 f(ak) = ak = ak+1, 因此 d(ak, ak+1) = 0, 矛盾, 故 f 没有不动点.

14. 本习题的目的是给不动点定理一个新的证明方法. 设 (E, d) 是非空的完备度量空间, f :

E → E 是压缩映射. 任取 R ≥ 0, 设

AR = {x ∈ E | d(x, f(x)) ≤ R}.

(a) 证明 f(AR) ⊂ AλR.
(b) 证明当 R > 0 时, AR 是 E 中的非空闭子集.
(c) 证明任取 x, y ∈ AR, 有 d(x, y) ≤ 2R+ d(f(x), f(y)). 并由此导出

diam(AR) ≤ 2R/(1− λ).

(d) 证明 A0 非空.
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证明: (a) 任取 y ∈ f(AR), 存在 x ∈ AR, 使得 y = f(x), 则

d(y, f(y)) = d(f(x), f(f(x))) ≤ λd(x, f(x)) ≤ λR,

故 y ∈ AλR, 因此 f(AR) ⊂ AλR.
(b) 先证明 AR 非空. 取定某 x0 ∈ E, 若 x0 = f(x0), 则 x0 ∈ AR; 若 x0 6= f(x0), 则

d(x0, f(x0)) > 0, 取正整数 N ≥ logλ
R

d(x0,f(x0))
. 通过 xn+1 = f(xn) (n ≥ 0) 构造序列 (xn)n≥0,

则
d(x1, f(x1)) = d(f(x0), f(f(x0))) ≤ λd(x0, f(x0)),

d(x2, f(x2)) = d(f(x1), f(f(x1))) ≤ λ2d(x0, f(x0)),

由归纳法可得
d(xn, f(xn)) ≤ λnd(x0, f(x0)).

当 n ≥ N 时, 有 d(xn, f(xn)) ≤ R, 因此 AR 非空.
再证明 AR 为闭集. 任取 AR 中的收敛序列 (xn)n≥1, 记其收敛值为 x. 则对任意 n ≥ 1 有

d(xn, f(xn)) ≤ R, 令 n → ∞, 由度量的连续性以及 f 的连续性得 d(x, f(x)) ≤ R, 即得 x ∈ AR, 因
此 AR 为闭集.

(c) 任取 x, y ∈ AR, 由度量的三角不等式得

d(x, y) ≤ d(x, f(x)) + d(f(x), f(y)) + d(f(y), y)

≤ 2R+ d(f(x), f(y)).

于是 d(x, y) ≤ 2R + λd(x, y), 即 d(x, y) ≤ 2R/(1 − λ). 关于 x, y ∈ AR 取上确界即得 diam(AR) ≤
2R/(1− λ).

(d) 取 Rn = 1
n

, 则 (ARn
)n≥1 为单调下降的非空闭集列且 lim

n→∞
diam(ARn

) = 0, 由定理 2.2.6 知
A0 =

⋂
n≥1

ARn
为单点集.

15. 设 (E, d) 是完备度量空间, f 和 g 是 E 上两个可交换的压缩映射 (即 f ◦ g = g ◦ f). 证明
f 和 g 有唯一的、共同的不动点.

证明: 因 f 是压缩映射, 故 f 有唯一的不动点 x, 即 f(x) = x. 因为 f ◦ g = g ◦ f , 所以

f ◦ g(x) = f(g(x)) = g ◦ f(x) = g(x),

从而 g(x) 也是 f 的不动点, 而由不动点唯一性知 g(x) = x, 这说明 x 也为 g 的不动点.

16. 本习题的目的是把上一习题的结论推广到更一般的情形, 在某种意义上说是非交换的压缩
映射不动点定理. 设 (E, d) 是完备的度量空间. 定义联系于集合 A ⊂ E 的距离函数 dA 如下:

dA(x) := d(x,A) = inf{d(x, a) | a ∈ A}.
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并设 C 表示 E 的所有紧子集构成的集族. 对任意的 A,B ∈ C, 定义

h(A,B) = sup
x∈E

|dA(x)− dB(x)|.

(a) 证明 h 是 C 上的一个距离.
(b) 任取 F ⊂ E, 令 Fε = {x ∈ E | dF (x) ≤ ε}. 证明

h(A,B) = inf{ε ≥ 0 | A ⊂ Bε, B ⊂ Aε}.

(c) 证明 (C, h) 完备.
(d) 现在令 f1, · · · , fn 是 E 上的 n 个压缩映射. 定义 (C, h) 上的映射 T 为

T (A) =
n⋃

k=1

fk(A), A ∈ C.

证明 T 是压缩映射. 并由此导出存在唯一的一个紧子集 K, 使得 T (K) = K.

证明: (a) 由 Housdorff 空间的紧子集是闭集知 C 里面的任意元素都是闭集, 当 h(A,B) = 0

时, 我们有
∀x ∈ E, dA(x) = dB(x).

故当 x ∈ A 时, 有 dB(x) = dA(x) = 0 ⇒ x ∈ B ⇒ A ⊂ B, 同理可得 B ⊂ A, 因此 h(A,B) = 0 ⇒
A = B. 又显然 A = B ⇒ h(A,B) = 0, 因此 h(A,B) = 0 ⇔ A = B, 故 h 满足正定性, 并且容易验
证 d 满足对称性和三角不等式, 所以 h 是 C 上的一个距离 (实际上, h 称为 Housdorff 度量).

(b) 记 Q = {ε ≥ 0 | A ⊂ Bε, B ⊂ Aε}.
任取 ε ∈ Q, 下面用反证法证明 ε ≥ h(A,B).
假设 ε < h(A,B) = supx∈E |dA(x) − dB(x)|, 则存在 x ∈ E, 使得 |dA(x) − dB(x)| > ε, 不妨设

dA(x)− dB(x) > ε, 由 A,B 为闭集知存在 a ∈ A 和 b ∈ B, 使得 dA(x) = d(a, x), dB(x) = d(b, x), 且
存在 a′ ∈ A, 使得 dA(b) = d(a′, b) ≤ ε, 因此

d(x, b) + ε = dB(x) + ε < dA(x) = d(x, a)

≤ d(x, a′) ≤ d(x, b) + d(b, a′) ≤ d(x, b) + ε.

矛盾, 故 ε ≥ h(A,B).
任取 r > h(A,B), 下证 r 不是集合 Q 的下界. 事实上, 存在 s, 使得 r > s > h(A,B), 故

∀x ∈ E, |dA(x)− dB(x)| < s, 因此 ∀x ∈ A, dB(x) < s 且 ∀x ∈ B, dA(x) < s, 从而 A ⊂ Bs, B ⊂ As,
这说明 s ∈ Q, 从而 r 不是集合 Q 的下界.
综合两点知 h(A,B) = infQ = inf{ε ≥ 0 | A ⊂ Bε, B ⊂ Aε}.
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(c) 任取 C 中的 Cauchy 序列 (An)n≥1, 即 ∀ε > 0, 存在 N > 0, 使得对于任意 m,n > N1,
h(Am, An) < ε/2.
定义集合 A 为:

A = {x |存在序列 (xk) 使得 xk ∈ Ak 且 xk → x}.

对 ∀x ∈ A, 存在 (xk)(xk ∈ Ak), 使得 xk → x 故 ∃N2 > 0, ∀k > N2, d(xk, x) < ε/2.
若 k > max{N1, N2}, 则 h(Ak, An) < ε/2, 故 ∃y ∈ An 使得 d(xk, y) < ε/2, 故 d(y, x) ≤

d(xk, y) + d(xk, x) < ε ⇒ x ∈ (An)ε ⇒ A ⊂ (An)ε.
另一方面, ∀y ∈ An, 选取一列整数 n = k1 < k2 < · · · 使得

h(Akj
, Am) < 2−jε(∀m ≥ kj).

然后我们如下定义序列 (yk)k≥1(yk ∈ Ak): k < n时, yk 任意选取,选择 yn = y,如果 ykj
已经选择了,

且 kj < k ≤ kj+1, 选择 yk ∈ Ak, 使得 d(ykj
, yk) < 2−jε, 则 (yk)k≥1 是 Cauchy 序列, 故 yk → x ∈ A

由
d(y, x) = lim

k→∞
d(y, yk) = lim

j→∞
d(y, ykj

) ≤ lim
j→∞

(2−1ε+ · · ·+ 2−j+1ε) = ε,

知 y ∈ (A)ε ⇒ An ⊂ (A)ε, 所以 h(A,An) < ε, 这就证明了 An
h−→ A

下面还需证明 A 是紧的, 为此, 需要证明 A 是闭集且完全有界:
i) 假设 x ∈ Ā, 则 ∀n ≥ 1, 存在 yn ∈ A, 使得 d(x, yn) < 2−n, 又因为 ∀n ≥ 1, 存在 zn ∈ An, 使

得 d(zn, yn) ≤ h(An, A), 故

d(zn, x) ≤ d(zn, yn) + d(x, yn) < h(An, A) + 2−n → 0.

所以 zn → x, 故 x ∈ A, 因而 A 是闭集.
ii) ∀ε > 0, ∃n ≥ 1, 使得 h(An, A) < ε/3, 由于 An 紧, 故 An 存在有限的 ε/3 网, 即存在

{y1, y2, · · · , ym} ⊂ An, 使得 An ⊂
⋃m

i=1 B(yi, ε/3). 对 ∀yi, ∃xi ∈ A, 使得 d(xi, yi) < ε/3, 我
们断言 {x1, x2, · · · , xm} 构成了 A 的一个有限 ε 网 (反证法: 假设 ∃x0 ∈ A, 使得 d(x0, xi) ≥
ε(∀i = 1, 2, · · · ,m), 设 x0 与 An 中的 y0 距离最近, 且 y0 所在的开球球心为 yi, 则 d(x0, xi) ≤
d(x0, y0) + d(y0, yi) + d(yi, xi) < ε, 矛盾) 因此 A 是完全有界的.

(d) 将 {fi} 的压缩系数分别记为 λ1, · · · , λn, 令 λ = max{λ1, · · · , λn}, 下面证明 T 是以 λ 为压
缩系数的压缩映射, 即证: ∀A,B ∈ C, h(T (A), T (B)) ≤ λh(A,B).

任取 r > h(A,B), 对于 ∀x ∈ T (A), ∃1 ≤ i ≤ n 和 a ∈ A, 使得 x = fi(a), 因为 h(A,B) < r, 所
以 ∃b ∈ B, 使得 d(a, b) < r, 令 y = fi(b) ∈ T (B), 我们有

d(x, y) = d(fi(a), fi(b)) ≤ λid(a, b) < λr.
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所以
d(x, T (B)) < λr ⇒ sup

x∈T (A)

d(x, T (B)) ≤ λr.

同理可得
sup

y∈T (B)

d(y, T (A)) ≤ λr.

因此 h(T (A), T (B)) ≤ λr, 令 r → h(A,B), 即得 h(T (A), T (B)) ≤ λh(A,B), 从而说明 T 是压缩映
射.



第
3
章

赋范空间和连续线性映射

1. 设 C([0, 1],R) 表示 [0, 1] 上的所有连续实函数构成的空间. 定义

‖f‖∞ = sup
0≤x≤1

|f(t)| 且 ‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt

(a) 证明 ‖ · ‖∞ 和 ‖ · ‖1 都是 C([0, 1],R) 上的范数.
(b) 证明 C([0, 1],R) 关于范数 ‖ · ‖∞ 是完备的.
(c) 证明 C([0, 1],R) 关于范数 ‖ · ‖1 不完备.

证明: (a) 由
• ‖f‖∞ = sup

0≤t≤1
|f(t)| ≥ 0, 且 ‖f‖∞ = 0 当且仅当 f ≡ 0

• ‖λf‖∞ = sup
0≤t≤1

|λf(t)| = |λ| sup
0≤t≤1

|f(t)| = |λ| · ‖f‖∞

• ‖f + g‖∞ = sup
0≤t≤1

|f(t) + g(t)| ≤ sup
0≤t≤1

(|f(t)|+ |g(t)|) = ‖f‖∞ + ‖g‖∞

和
• ‖f‖1 =

∫ 1

0
|f(t)| dt ≥ 0 且 ‖f‖1 = 0 当且仅当 f ≡ 0

• ‖λf‖1 =
∫ 1

0
|λf(t)| dt = |λ| · ‖f‖1

• ‖f + g‖1 =
∫ 1

0
|f(t) + g(t)| dt ≤

∫ 1

0
|f(t)| dt+

∫ 1

0
|g(t)| dt = ‖f‖1 + ‖g‖1

知 ‖ · ‖∞ 和 ‖ · ‖1 都是 C([0, 1],R) 上的范数.
(b) 任取 C([0, 1],R) 中的 Cauchy 序列 (fn)n≥1, 即对于 ∀ε > 0, 存在 N > 0, 对于 ∀m,n > N ,

有
‖fm − fn‖∞ = max

0≤x≤1
|fm(x)− fn(x)| < ε,

所以对任意 t ∈ [0, 1], 序列 (fn(t))n≥1 为 Cauchy 序列, 其必收敛. 令

f(t) = lim
n→∞

fn(t).
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这样就定义了一个 [0, 1] 上的实值函数.
下面证明 f 是连续函数且 ‖fn − f‖∞ → 0 (即 (fn)n≥1 一致收敛到 f). 而我们只需要证明

(fn)n≥1 一致收敛到 f 即可, 事实上, 由一致收敛级数的连续性定理可知, 如果 (fn)n≥1 一致收敛到
f , 则 f 必为连续函数.
任意给定 ε > 0, 存在 N = N(ε) > 0, 使得对于 ∀m,n > N 和 ∀t ∈ [0, 1] 都有

|fm(t)− fn(t)| < ε.

任意固定 n > N 并令 m → ∞ 可得对于 ∀n > N 和 ∀t ∈ [0, 1] 有

|fn(t)− f(t)| < ε.

所以 (fn)n≥1 一致收敛到 f .
(c) 我们只需寻找范数 ‖ · ‖1 意义下的柯西列使其不收敛即可. 定义折线段:

fn(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1

2
− 1

n

n
(
x− 1

2
+ 1

n

)
, 1

2
− 1

n
≤ x ≤ 1

2

1, 1
2
≤ x ≤ 1.

则

‖fm − fn‖1 =
∫ 1

0

|fm(x)− fn(x)| dx =
1

2

∣∣∣∣ 1m − 1

n

∣∣∣∣→ 0(m,n → ∞)

故 (fn)n≥1 是 Cauchy 序列, 但是其没有极限.

注 证明度量空间的完备性基本都是转化为基本的完备空间 (如 (R, dR)) 来考虑.

2. 设 E 是 R 上所有的实系数多项式构成的向量空间. 对任意 P ∈ E, 定义

‖P‖∞ = max
x∈[0,1]

|P (x)|.

(a) 证明 ‖ · ‖∞ 是 E 上的范数.
(b) 任取一个 a ∈ R 定义线性映射 La : E → R 满足 La(P ) = P (a). 证明 La 连续当且仅当

a ∈ [0, 1], 并且给出该连续线性映射的范数.
(c) 设 a < b 并定义 La,b : E → R 满足

La,b(P ) =

∫ b

a

P (x) dx.

给出 a, b 的范围, 使其成为 La,b 连续的充分必要条件, 然后确定 La,b 的范数.

证明: (a) 由
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• ‖P‖∞ = 0 ⇔ max
x∈[0,1]

|P (x)| = 0 ⇔ P (x) = 0(∀x ∈ [0, 1]) ⇔ P = 0

• ‖λP‖∞ = maxx∈[0,1] |λP (x)| = |λ|maxx∈[0,1] |P (x)| = |λ|‖P‖∞
• ‖P +Q‖∞ = max

x∈[0,1]
|(P +Q)(x)| ≤ max

x∈[0,1]
(|P (x)|+ |Q(x)|) = ‖P‖∞ + ‖Q‖∞

知 ‖ · ‖∞ 是 E 上的范数.
(b)(⇐) 当 a ∈ [0, 1] 时, 对于任意 P ∈ E, 有

|La(P )| = |P (a)| ≤ max
0≤x≤1

|P (x)| = ‖P‖∞,

故 La 为连续线性映射.
(⇒)(直接法) 由 La 为连续线性映射知, 存在常数 C ≥ 0, 使得对于 ∀P ∈ E, 有

|La(P )| = |P (a)| ≤ C‖P‖∞ = C max
0≤x≤1

|P (x)|.

取 P (x) = x2n, 则 a2n ≤ C, 故 −1 ≤ a ≤ 1. 再取 P (x) = (1− x)2n, 则 (1− a)2n ≤ C, 故 0 ≤ a ≤ 2.
因此 0 ≤ a ≤ 1.
综上得证: La 连续 ⇔ a ∈ [0, 1], 且

‖La‖ = sup
p∈E,P ̸=0

|P (a)|
max0≤x≤1 |P (x)|

= 1(P ≡ 1时可取到最大值).

(c) La,b 连续的充要条件是 0 ≤ a < b ≤ 1, 理由如下:
(⇐) 当 0 ≤ a < b ≤ 1 时, 对于任意 P ∈ E, 有

|La,b(P )| =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

P (x) dx
∣∣∣∣∣ ≤

∫ b

a

|P (x)| dx

≤
∫ 1

0

|P (x)| dx ≤ max
0≤x≤1

|P (x)| = ‖P‖∞.

故 La,b 为连续线性映射且 ‖La,b‖ ≤ 1.
(⇒) 先给出一个结论 (?): 设 b > 1 且 a < b, 则数列

(
bn−an

n

)
n≥1
必有子列为正无穷大量. 事实

上, 当 1 < a < b 时, 由 Stolz 定理可得该数列为正无穷大量; 当 −1 ≤ a ≤ 1 时, 该数列显然为正无
穷大量; 当 a < −1 时, 子列

(
b2n+1−a2n+1

2n+1

)
n≥1
为正无穷大量.

因为 La,b 连续, 所以存在常数 C ≥ 0 使得对于任意 P ∈ E, 有

|La,b(P )| =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

P (x) dx
∣∣∣∣∣ ≤ C max

0≤x≤1
|P (x)|.

取 P (x) = xn, 则
∣∣∣ bn+1−an+1

n+1

∣∣∣ ≤ C, 即数列
(

bn+1−an+1

n+1

)
n≥1
有界. 假设 b > 1, 则由上述结论 (?)

知
(

bn+1−an+1

n+1

)
n≥1
存在子列为正无穷大量, 矛盾, 因此 b ≤ 1.
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再取 P (x) = (1 − x)n, 则
∣∣∣ (1−a)n+1−(1−b)n+1

n+1

∣∣∣ ≤ C, 同理可知 1 − a ≤ 1, 即 a ≥ 0. 从而当 La,b

连续时, 有 0 ≤ a < b ≤ 1.
综上得知 La,b 连续 ⇔ 0 ≤ a < b ≤ 1, 且

‖La,b‖ = sup
P∈E,P ̸=0

|
∫ b

a
P (x) dx|

max0≤x≤1 |P (x)|
= b− a(P ≡ 1时可取到最大值).

3. 设 (E, ‖ · ‖∞) 是习题 2 中定义的赋范空间. 设 E0 是 E 中没有常数项的多项式构成的向量
子空间 (即多项式 P ∈ E0 等价于 P (0) = 0).

(a) 证明 N(P ) = ‖P ′‖∞ 定义了 E0 上的一个范数, 并且对任意 P ∈ E0, 有 ‖P‖∞ ≤ N(P ).
(b) 证明 L(P ) =

∫ 1

0
P (x)
x

dx 定义了 E0 关于 N 的连续线性泛函, 并求它的范数.
(c) 上面定义的 L 是否关于范数 ‖ · ‖∞ 连续?
(d) 范数 ‖ · ‖∞ 和 N 在 E0 上是否等价?

证明: (a) 由
• N(P ) = ‖P ′‖∞ = max

0≤x≤1
|P ′(x)| ≥ 0 且 N(P ) = 0 当且仅当 P ≡ 0

• N(λP ) = max0≤x≤1 |λP ′(x)| = |λ|max0≤x≤1 |P ′(x)| = |λ|N(P )

• N(P +Q) = max
0≤x≤1

|P ′(x) +Q′(x)| ≤ max
0≤x≤1

(|P ′(x)|+ |Q′(x)|) = N(P ) +N(Q)

知 N(·) 是 E0 上的范数.
由中值定理知: P (x)− P (0) = P (x) = xP ′(θ), ∀x ∈ (0, 1], ∃θ ∈ (0, x). 故

|P (x)| ≤ |P ′(θ)| ⇒ max
0≤x≤1

|P (x)| ≤ max
0≤x≤1

|P ′(x)| ⇒ ‖P‖∞ ≤ N(P ).

(b) 由

L(λP +Q) =

∫ 1

0

λP (x) +Q(x)

x
dx

= λ

∫ 1

0

P (x)

x
dx+

∫ 1

0

Q(x)

x
dx = λL(P ) + L(Q)

知 L 是线性映射. 又因为

|L(P )| =
∣∣∣∣∫ 1

0

P (x)

x
dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣P (x)

x

∣∣∣∣ dx ≤
∥∥∥∥P (x)

x

∥∥∥∥
∞

=

∣∣∣∣P (x0)

x0

∣∣∣∣ (∃x0 ∈ [0, 1])

=

∣∣∣∣P (x0)− P (0)

x0 − 0

∣∣∣∣ = |P ′(θ)| ≤ ‖P ′‖∞ = N(P ),

即 |L(P )| ≤ N(P ). 故 L 是 E0 关于 N 的连续线性泛函, 且 ‖L‖ = 1.
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(c)取 Pn(x) = 1−(x−1)2n,直接求导知 Pn(x)在 [0, 1]上单调递增,故 (Pn(x))min = Pn(0) = 0,
(Pn(x))max = Pn(1) = 1. 因此 Pn ∈ E0 且 ‖Pn‖∞ = 1. 而

L(Pn) =

∫ 1

0

1− (x− 1)2n

x
dx =

∫ 1

0

1− x2n

1− x
dx

=

∫ 1

0

(
1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ x2n−1

)
dx

= 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

2n
→ ∞, n → ∞,

因此 L 关于范数 ‖ · ‖∞ 不连续.
(d) ‖ · ‖∞ 与 N 在 E0 上不等价. 反证法证明: 假设存在常数 C1 和 C2 使得对于 ∀P ∈ E0 有

C1N(p) ≤ ‖p‖∞ ≤ C2N(p). 取 n > 1
C1
且 P (x) = xn, 则

N(P ) = max
0≤x≤1

|nxn−1| = n >
1

C1

=
1

C1

‖P‖∞.

矛盾, 证毕.

4. 设 E 是由 [0, 1] 上所有连续函数构成的向量空间. 定义 E 上的两个范数分别为 ‖f‖1 =∫ 1

0

|f(x)| dx 和 N(f) =

∫ 1

0

x|f(x)| dx.

(a) 验证 N 的确是 E 上的范数并且 N ≤ ‖ · ‖1.
(b) 设函数 fn(x) = n − n2x, 若 x ≤ 1

n
; fn(x) = 0, 其它. 证明函数列 (fn)n≥1 在 (E,N) 上

收敛到 0. 它在 (E, ‖ · ‖1) 中是否收敛? 由这两个范数在 E 上诱导的拓扑是否相同?
(c) 设 α ∈ (0, 1], 并令 B = {f ∈ E : f(x) = 0, ∀x ∈ [0, α]}. 证明这两个范数在 B 上诱导相
同的拓扑.

证明: (a) 由
• N(f) =

∫ 1

0
x|f(x)|dx ≥ 0 且 N(f) = 0 ⇔ x|f(x)| ≡ 0 ⇔ f(x) ≡ 0 (这里利用了 f(x) 的连续

性)
• N(λf) =

∫ 1

0
x|λf(x)|dx = |λ|

∫ 1

0
x|f(x)|dx = |λ|N(f)

• N(f + g) =
∫ 1

0
x|f(x) + g(x)|dx ≤

∫ 1

0
x(|f(x)|+ |g(x)|)dx = N(f) +N(g)

知 N 是 E 上的范数, N ≤ ‖ · ‖1 是显然的.
(b) 因

N(fn) =

∫ 1
n

0

x(n− n2x) dx =
1

6n
→ 0(n → ∞),

故 (fn)n≥1 在 (E,N) 中收敛到 0. 假设函数列在 (E, ‖ · ‖1) 中收敛, 即存在 g(x) ∈ E 使得

lim
n→∞

∫ 1

0

|fn(x)− g(x)| dx = 0 ⇒ fn(x)− g(x) = 0 a.e. (n → ∞).
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又 fn(x) = 0 a.e. (n → ∞), 故 g(x) = 0, 也就是说如果收敛只能收敛到 0, 但

lim
n→∞

‖fn(x)− 0‖1 = lim
n→∞

∫ 1
n

0

(n− n2x) dx =
1

2
6= 0.

矛盾, 故 (fn)n≥1 在 (E, ‖ · ‖1) 中不收敛.
两范数在 E 上诱导的拓扑不同, 理由如下:
记 ‖ · ‖1 诱导的拓扑为 τ1, N 诱导的拓扑为 τ2, 相应的距离分别记为 d1, d2. 由 N ≤ ‖ · ‖1 知

τ2 ⊂ τ1, 故我们实际需要证明 τ2 是 τ1 的真子集, 即

∃V ∈ τ1,但 V /∈ τ2.

取 τ1 中开球 Bd1
(0, 1

3
) ∈ τ1, 假设 Bd1

(0, 1
3
) ∈ τ2. 因为 0 ∈ Bd1

(0, 1
3
), 所以 ∃δ > 0, s.t.Bd2

(0, δ) ⊂
Bd1

(0, 1
3
). 取前面给出的 (fn)n≥1, 由 d2(fn, 0) → 0(n → ∞) 知

∃M > 0, s.t.fM ∈ Bd2
(0, δ) ⊂ Bd1

(0,
1

3
)

但是 d1(fM , 0) = 1
2
> 1

3
, 矛盾, 故假设不成立, 即 Bd1

(0, 1
3
) /∈ τ2.

(c) 对于 ∀f ∈ B, 有

N(f) =

∫ 1

0

x|f(x)| dx =

∫ 1

a

x|f(x)| dx

≥ a

∫ 1

a

|f(x)| dx = a

∫ 1

0

|f(x)| dx = a‖f‖1,

结合 (a) 中给出的 N ≤ ‖ · ‖1 知两范数等价, 因此必在 B 上诱导相同的拓扑.

5. 设 ϕ : [0, 1] → [0, 1] 是连续函数并且不恒等于 1. 设 α ∈ R, 定义 C([0, 1],R) 上的映射 T 为

T (f)(x) = α+

∫ x

0

f(ϕ(t)) dt.

证明 T 是压缩映射.
根据以上结论证明下面的方程存在唯一解:

f(0) = α, f ′(x) = f(ϕ(x)), x ∈ [0, 1].

证明: 取 C([0, 1]) 上的范数 ‖ · ‖, 定义为

‖f‖ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|e−Mx.

由 ϕ([0, 1]) ⊂ [0, 1] 知

sup
t∈[0,1]

|f(ϕ(t))− g(ϕ(t))|e−Mφ(t) ≤ sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|e−x = ‖f − g‖.
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因此

‖T (f)− T (g)‖ = sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0

(f(ϕ(t))− g(ϕ(t))) dt
∣∣∣∣ e−Mx

= sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0

(f(ϕ(t))− g(ϕ(t)))e−Mφ(t)eMφ(t) dt
∣∣∣∣ e−Mx

≤ ‖f − g‖ · sup
x∈[0,1]

∫ x

0

eMφ(t) dt · e−Mx.

下面我们说明通过选取合适的 M > 0, 可以使得

λ : = sup
0≤x≤1

∫ x

0

eMφ(t) dt · e−Mx < 1.

令函数

h(x) :=

∫ x

0

eMφ(t) dt · e−Mx.

因 h(x) 在 [0, 1] 上连续, 故 h(x) 在 [0, 1] 上存在最大值点, 记之为 x0.
若 x0 < 1, 则

h(x0) =

∫ x0

0

eMφ(t) dt · e−Mx0 ≤ x0eM(1−x0),

取 0 < M < − ln x0

1−x0
, 则 h(x0) < 1.

若 x0 = 1, 注意到 ϕ 不恒等于 1, 则

h(x0) =

∫ 1

0

eMφ(t) dt · e−M < eM · e−M = 1.

综上得知,通过选择合适的M > 0,可以使得映射 T 为 C([0, 1])上的压缩映射. 且由 e−M‖f‖∞ ≤
‖f‖ ≤ ‖f‖∞ 知 (C([0, 1]), ‖ · ‖) 是 Banach 空间, 故根据不动点定理知存在唯一 f ∈ C([0, 1]) 使得
T (f) = f , 即:

α+

∫ x

0

f(ϕ(t)) dt = f(x) ⇔ f(0) = α 且 f ′(x) = f(ϕ(x)).

6. 设 α ∈ R, a > 0, b > 1. 考察下面的微分方程

f(0) = α, f ′(x) = af(xb), 0 ≤ x ≤ 1. (∗)

(a) 令 M > 0. 验证 E = C([0, 1],R) 上赋予范数

‖f‖ = sup
0≤x≤1

|f(x)|e−Mx

后成为一个 Banach 空间.
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(b) 设 g(x) = α +
∫ x

0
af(tb) dt, 定义映射 T : E → E 为 T (f) = g. 证明选择合适的 M , 可

使 T 为压缩映射.
(c) 证明方程 (∗) 有唯一解.

证明: (a) 容易验证 ‖ · ‖ 是 C([0, 1],R) 上的范数, 并且

e−M sup
0≤x≤1

|f(x)| ≤ sup
0≤x≤1

|f(x)|e−Mx ≤ sup
0≤x≤1

|f(x)|,

即
e−M‖f‖∞ ≤ ‖f‖ ≤ ‖f‖∞.

因此 E = C([0, 1],R) 赋予范数 ‖ · ‖ 是 Banach 空间.
(b) 因为

(T (f1)− T (f2))(x) =

∫ x

0

a
(
f1(t

b)− f2(t
b)
)

dt,

所以

‖T (f1)− T (f2)‖ = sup
0≤x≤1

∣∣∣∣∫ x

0

a
(
f1(t

b)− f2(t
b)
)

dt
∣∣∣∣ · e−Mx

≤ a sup
0≤x≤1

∫ x

0

|f1(tb)− f2(t
b)|e−Mtb · eMtb dt · e−Mx

≤ ‖f1 − f2‖ · a sup
0≤x≤1

∫ x

0

eMtb dt · e−Mx

≤ ‖f1 − f2‖ · a sup
0≤x≤1

∫ x

0

eMt dt · e−Mx

= ‖f1 − f2‖ · sup
0≤x≤1

a
(
1− e−Mx

)
M

≤ a

M
‖f1 − f2‖.

故当 M > a 时, ‖T (f1)− T (f2)‖ < ‖f1 − f2‖, 也就是此时 T 是压缩映射.
(c) 压缩映射有唯一不动点, 即存在唯一 f ∈ C([0, 1],R) 使得

α+

∫ x

0

af
(
tb
)

dt = f(x),

而上述方程等价于方程 (∗), 证毕.

7. 设 E 是数域 K 上的无限维向量空间. 设 (ei)i∈I 是 E 中的一组向量, 若 E 中任一向量可用
(ei)i∈I 中的有限个向量唯一线性表示, 即对任意 x ∈ E, 存在唯一一组 (αi)i∈I ⊂ K, 使得仅有有限多
个 αi 不等于零且 x =

∑
i∈I αiei, 则称 (ei)i∈I 是 E 中的 Hamel 基.

(a) 由 Zorn 引理证明 E 有一组 Hamel 基.
(b) 假设 E 还是一个赋范空间, 证明 E 上必存在不连续的线性泛函.
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(c) 证明在任一无限维赋范空间上, 一定存在一个比原来的范数严格强的范数 (即新范数诱
导的拓扑一定比原来的范数诱导的拓扑强且不相同).

证明: (a)首先构造一个偏序集 (F ,⊂), 这里的 F 是 E 中一些子集构成的集族, 满足若 F ∈ F ,
则 F 中任意有限多个向量都线性无关, ⊂ 表示集合间的包含关系.
任取 F 的一个链 A, 令 G =

⋃
A∈A A, 则 G ∈ F , 即 G 是 A 的上界. 由 Zorn 引理知 F 有极大

元, 记为 B. 如果存在 x ∈ E, x 不能由 B 中任意有限多个向量线性表达, 则 B
⋃
{x} ∈ F , 这与 B

是极大元矛盾, 故这个极大元 B 就是 E 的 Hamel 基.
(b) 设 B 是 E 上的一个 Hamel 基, 若 E 还是一个赋范空间, 则不妨设 Hamel 基中的任一向量

e 的范数为 1, 由于 E 中的任意向量关于 Hamel 基的线性表达是唯一的, 故 E 上的线性泛函 f 由其
在 Hamel 基中每一个元素上的取值 f(e) 决定, 显然 Hamel 基是无限集, 故我们可以选取一个序列
(en) ∈ B, 令 f(en) = n; 当 e ∈ B\(en) 时,f(e) = 1, 则线性泛函 f 在 E 上不连续.

注: 和课本定理 3.2.9 对比体会有限维和无限维的区别.
(c) 仍考虑 (b) 中约定的 Hamel 基 B, 并记 E 上原有的范数为 ‖ · ‖, 接下来定义 E 上的新范

数 ‖ · ‖1, 取 (en) ∈ B, 令 ‖en‖1 = n, n ≥ 1; 当 e ∈ B\(en) 时, 令 ‖e‖1 = ‖e‖, 任取 x ∈ E, 则
x =

∑
j∈J λjej , J ⊂ I 是有限集, 注意这种表达式唯一, 令

‖x‖1 =
∑
j∈J

|λj | ‖ej‖1

容易验证 ‖ · ‖1 确实是 E 上的范数, 并且由三角不等式有

‖x‖ = ‖
∑
j∈J

λjej‖ ≤
∑
j∈J

|λj | ‖ej‖ ≤
∑
j∈J

|λj | ‖ej‖1 = ‖x‖1

故 ‖ · ‖1 是在 E 上比 ‖ · ‖ 强的范数. 另一方面 (b) 约定的线性泛函 f 满足

|f(x)| ≤
∑
j∈J

|λj | |f(ej)| =
∑
j∈J

|λj | ‖ej‖1 = ‖x‖1

但是 f 关于原来的范数 ‖ · ‖ 不连续, 这意味着 ‖ · ‖ 一定是比 ‖ · ‖ 严格强的范数.

8. 设 E 为数域 K 上有限维向量空间, 其维数 dimE = n. {e1, · · · , en} 表示 E 上的一组基, 任
取 u ∈ L(E), 令 [u] 表示 u 在这组基下对应的矩阵.

(a) 证明映射 u 7→ [u] 建立了从 L(E) 到所有 n× n 矩阵构成的向量空间 Mn(K) 之间的同构映
射.

(b) 假设 E = Kn 且 {e1, · · · , en} 是经典基 (即 ek = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0), 对应于第 k 个向量,
它仅在第 k 个位置取 1 , 其他位置取 0). 并约定 E = Kn 赋予欧氏范数. 证明若 u (或等价地 [u])
可对角化, 则 ‖u‖ = max{|λ1|, · · · , |λn|}, 这里 λ1, · · · , λn 是 u 的特征值.

(c) {e1, · · · , en}如上,试由 [u]中的元素分别确定在 p = 1和 p = ∞时的范数 ‖u : (Kn, ‖ · ‖p) → (Kn, ‖ · ‖p)‖.
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证明: (a) 记

u(ek) =

n∑
m=1

umkem, k = 1, · · · , n

并记矩阵 [u] = (umk) ∈ Mn(K), 则 (u(e1), · · · , u(en)) = (e1, · · · , en)[u]. 任取 x ∈ E, 存在唯一的一
组数 x1, · · · , xn 使得 x =

∑n
k=1 xkek. 则

u(x) =
n∑

k=1

xku(ek) = (e1, · · · , en)[u]


x1

...
xn


由此说明映射 u 7→ [u] 建立了从 L(E) 到所有 n× n 矩阵构成的向量空间 Mn(K) 之间的同构映射.

(b) 注: 这一问的题目条件稍微改一下, 将 u 可对角化改为 u 可酉对角化, 即存在酉矩阵 P 使
得 P [u]P ∗ = Λ, 其中 Λ = diag{λ1, · · · , λn}.

由题意知此时 E 为有限维赋范空间, 故由定理 3.2.9 知 L(E) = B(E), 即对于任意 u ∈ L(E),
都有 u 为有界线性算子. 对于任意 x ∈ E = Kn, 由 (a) 知 u(x) 在 e1, · · · , en 下的坐标为 [u]x, 故

‖u(x)‖2 = x∗[u]∗[u]x

= x∗P ∗Λ∗PP ∗ΛPx

= (Px)∗Λ∗Λ(Px)

= (Px)∗


|λ1|2

. . .
|λn|2

 (Px)

≤ max{|λ1|, · · · , |λn|}2‖Px‖2

= max{|λ1|, · · · , |λn|}2‖x‖2,

故 ‖u(x)‖ ≤ max{|λ1|, · · · , |λn|}‖x‖, 因此 ||u|| ≤ max{|λ1|, · · · , |λn|}.
设 max{|λ1|, · · · , |λn|} = |λk|, 取 Px = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)T , ‖x‖ = 1, 其中 1 位于第 k 个坐

标位置, 则
‖u(x)‖2 = |λk|2‖x‖2 ⇒ ‖u(x)‖ = |λk|‖x‖

综上知 ‖u‖ = max{|λ1|, · · · , |λn|}.
(c) 记 ‖u‖p = ‖u : (Kn, ‖ · ‖p) → (Kn, ‖ · ‖p)‖, p = 1,∞.
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(i) 当 p = 1 时, 任取 x = (x1, · · · , xn)
T ∈ Kn, 则

‖u(x)‖1 = ‖[u]x‖1 =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ujixi

∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=1

n∑
i=1

|uji| · |xi| =
n∑

i=1

n∑
j=1

|uji| · |xi|

=
n∑

i=1

(
|xi|

n∑
j=1

|uji|

)
≤

(
max
1≤i≤n

n∑
j=1

|uji|

)
‖x‖1,

故

‖u‖1 ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|uji|.

设 max1≤i≤n

∑n
j=1 |uji| =

∑n
j=1 |ujk|, 取 x = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)T , ‖x‖1 = 1, 其中 1 位于第 k 个

坐标位置, 则

‖u(x)‖1 =

(
n∑

j=1

|ujk|

)
‖x‖1.

综上得知

‖u‖1 = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|uji|.

(ii) 当 p = ∞ 时, 同理可证明:

‖u‖∞ = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|uji|.

9. 设 E 是 Banach 空间.
(a) 设 u ∈ B(E) 且 ‖u‖ < 1. 证明 IE − u 在 B(E) 中可逆.
(b) 设 GL(E) 表示 B(E) 中可逆元构成的集合. 证明 GL(E) 关于复合运算构成一个群且是

B(E) 中的开集.
(c) 证明 u → u−1 是 GL(E) 上的同胚映射.

证明: 因为 ‖u‖ < 1, 且 ‖un‖ ≤ ‖u‖n, 所以级数
∑∞

n=0 ‖un‖ 收敛, 又因为 B(E) 完备, 故∑∞
n=0 u

n 收敛, 记

v =
∞∑

n=0

un ∈ B(E).

则

(IE − u)v = lim
k→∞

(IE − u)
k∑

n=0

un = IE .
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同理可证 v(IE − u) = IE , 因此 IE − u 在 B(E) 中可逆.
(b)
• (uv)w = u(vw), 即满足结合律
• 恒等映射 id 即为单位元
• 任意元 u 都存在 u−1 ∈ GL(E), s.t.u ◦ u−1 = id

故 GL(E)关于复合运算构成一个群,下证 GL(E)是 B(E)中的开集: 任意 u ∈ GL(E),考虑 u的开
球 B(u, ‖u−1‖−1),则 ∀v ∈ B(u, ‖u−1‖−1),有 ‖v−u‖ < ‖u−1‖−1,故 ‖u−1(u−v)‖ ≤ ‖u−1‖·‖u−v‖ <

1, 从而
I − u−1(u− v) = u−1v ∈ GL(E).

由群中元素运算封闭性知
u · u−1v = v ∈ GL(E).

故
B(u, ‖u−1‖−1) ∈ GL(E).

由开集的定义知 GL(E) 是 B(E) 中的开集.
(c) 记 Φ : GL(E) → GL(E), u 7→ u−1.
• 显然映射 Φ : u 7→ u−1 是 GL(E) 上的双射;
• Φ 连续: 由前面的证明过程知 ∀v ∈ B(u, ‖u−1‖−1) 有

(I − u−1(u− v))−1 =
∞∑

n=0

(u−1(u− v))n.

故

v−1 = (u− (u− v))−1 = (u(I − u−1(u− v)))−1 =
∞∑

n=0

(u−1(u− v))nu−1.

因此

‖v−1 − u−1‖ = ‖
∞∑

n=1

(u−1(u− v))nu−1‖

≤ ‖u−1‖ ·
∞∑

n=1

(‖u− v‖ · ‖u−1‖)n

=
‖u−1‖2‖u− v‖

1− ‖u−1‖ · ‖u− v‖
.

当 ‖u− v‖ → 0 时, ‖u−1 − v−1‖ → 0, 所以 Φ 连续;
• Φ = Φ−1

综上知 Φ 是 GL(E) 上的同胚.
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10. 设 f ∈ L2(R), g(x) = 1
x
1[1,∞)(x), 证明 fg ∈ L1(R). 给出例子说明 f1, f2 ∈ L1(R), 但是

f1f2 /∈ L1(R).

证明: (1) 因为
g(x) =

1

x
· 1[1,+∞)(x),

所以 ∫
R
g2(x) dx =

∫ ∞

1

1

x2
dx = 1.

故 g ∈ L2(R), 又 f ∈ L2(R), 所以 fg ∈ L1(R).
(2) 取

f1(x) = f2(x) =
1√
x
1(0,1)(x),

则 ∫
R
|f1(x)| dx =

∫
R
|f2(x)| dx =

∫ 1

0

1√
x

dx = 2,

但是 ∫
R
|f1(x)f2(x)| dx =

∫ 1

0

1

x
dx = +∞.

11. 设 (Ω,A, µ) 为有限测度空间, 即有 µ(Ω) < ∞.
(a) 证明若 0 < p < q ≤ ∞, 则 Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω). 用反例说明当 µ(Ω) = ∞ 时, 结论不成立.
(b) 证明若 f ∈ L∞(Ω), 则 f ∈

⋂
p<∞

Lp(Ω) 且 ‖f‖∞ = limp→∞ ‖f‖p.

(c) 设 f ∈
⋂

p<∞
Lp(Ω) 且满足 lim supp→∞ ‖f‖P < ∞, 证明 f ∈ L∞(Ω).

证明: (a) 因 0 < p < q ≤ ∞, 故可设 1
p
= 1

q
+ 1

r
, 其中 r > 0. 因 µ(Ω) < ∞, 故

∫
Ω
1r dµ =

µ(Ω) < ∞ ⇒ 1 ∈ Lr(Ω). 任取 f ∈ Lq(Ω), 由 Hölder 不等式可得 f = f · 1 ∈ Lp(Ω), 且

‖f‖p ≤ ‖f‖q‖1‖r = ‖f‖q ·
(
µ(Ω)

)1/r
,

因此 Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω).
当 µ(Ω) = ∞ 时, Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω) 不一定成立, 例如取 f(x) = 1

x
, 则 f ∈ L2([1,∞)), 但

f /∈ L1([1,∞)).
(b) 对于任意 p < ∞, 有 1

p
= 1

∞ + 1
p
. 又因为 f ∈ L∞(Ω), 1 ∈ Lp(Ω), 所以由 Hölder 不等式知

f = f · 1 ∈ Lp(Ω), 从而 f ∈
⋂

p<∞
Lp(Ω). 又因

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dµ
)1/p

≤
(∫

Ω

‖f‖p∞ dµ
)1/p

= ‖f‖∞
(
µ(Ω)

)1/p
,
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故
lim sup
p→∞

‖f‖p ≤ ‖f‖∞. (?)

任意固定 δ > 0, 令 Ωδ = {x | |f(x)| > ‖f‖∞ − δ}, 则 µ(Ωδ) > 0, 否则的话, 假设 µ(Ωδ) = 0, 则
由本性上确界的定义知 ‖f‖∞ ≤ ‖f‖∞ − δ, 矛盾. 故

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dµ
)1/p

≥
(∫

Ωδ

(‖f‖∞ − δ)p dµ
)1/p

= (‖f‖∞ − δ)
(
µ(Ωδ)

)1/p
,

两侧取下极限并结合 δ 的任意性, 得

lim inf
p→∞

‖f‖p ≥ ‖f‖∞. (??)

由 (?)(??) 得 limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.
(c) 假设 f /∈ L∞(Ω), 则对任意 M > 0, 存在 A ∈ A, 使得 µ(A) > 0 且在 A 上 |f | > M , 则

‖f‖p =

(∫
Ω

|f |p dµ
)1/p

≥
(∫

A

Mp dµ
)1/p

= M · (µ(A))1/p,

于是
lim sup
p→∞

‖f‖p ≥ M.

由于 M 是任意的, 故上式与 lim supp→∞ ‖f‖p < ∞ 相矛盾.

12. (插值不等式) 设 0 < p < q ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ 1. 并令
1

s
=

θ

p
+

1− θ

q
.

证明若 f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), 则

f ∈ Ls(Ω) 且 ‖f‖s ≤ ‖f‖θp‖f‖1−θ
q .

证明: θ = 0 与 θ = 1 的情形是平凡的, 故只需考虑 0 < θ < 1. 因 f ∈ Lp(Ω), 故 fθ ∈ L p
θ
(Ω).

又因 f ∈ Lq(Ω), 故 f1−θ ∈ L q
1−θ

(Ω). 而 1
s
= 1

p/θ
+ 1

q/(1−θ)
, 故由 Hölder 不等式知 f = fθf1−θ ∈

Ls(Ω) 且
‖f‖s ≤ ‖fθ‖ p

θ
‖f1−θ‖ q

1−θ
= ‖f‖θp‖f‖1−θ

q .

13. (广义 Minkowski 不等式) 设 (Ω1,A1, µ1) 和 (Ω2,A2, µ2) 是两个测度空间, 0 < p < q < ∞.
证明对任意可测函数 f : (Ω1 ×Ω2,A1 ⊗A2) → K, 有(∫

Ω2

(∫
Ω1

|f (x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p

dµ2 (x2)

) 1
q

≤

(∫
Ω1

(∫
Ω2

|f (x1, x2)|q dµ2 (x2)

) p
q

dµ1 (x1)

) 1
p

.
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证明: 首先由 Fubini 定理可得∫
Ω2

(∫
Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p

dµ2(x2)

=

∫
Ω2

(∫
Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p−1(∫

Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

)
dµ2(x2)

=

∫
Ω1

∫
Ω2

(∫
Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p−1

· |f(x1, x2)|p dµ2(x2) dµ1(x1).

然后由 Hölder 不等式得∫
Ω2

(∫
Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p−1

· |f(x1, x2)|p dµ2(x2)

≤
[∫

Ω2

(∫
Ω1

|f(x,x2)|p dµ1(x1)

) q
p

dµ2(x2)

] q−p
q
(∫

Ω2

|f(x1, x2)|q dµ2(x2)

) p
q

.

故 ∫
Ω2

(∫
Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p

dµ2(x2)

≤
[∫

Ω2

(∫
Ω1

|f(x,x2)|p dµ1(x1)

) q
p

dµ2(x2)

] q−p
q

·
∫
Ω1

(∫
Ω2

|f(x1, x2)|q dµ2(x2)

) p
q

dµ1(x1).

即 [∫
Ω2

(∫
Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p

dµ2(x2)

] p
q

≤
∫
Ω1

(∫
Ω2

|f(x1, x2)|q dµ2(x2)

) p
q

dµ1(x1).

因此 (∫
Ω2

(∫
Ω1

|f (x1, x2)|p dµ1(x1)

) q
p

dµ2 (x2)

) 1
q

≤

(∫
Ω1

(∫
Ω2

|f (x1, x2)|q dµ2 (x2)

) p
q

dµ1 (x1)

) 1
p

.

14. 设 0 < p < ∞.
(a) 对任意 x = (xn) ∈ `p 定义 (0, 1) 上如下的函数

T (x)(t) =
∑
n≥1

[n(n+ 1)]
1
pxn1( 1

n+1 ,
1
n )(t).

证明 T 是 `p 到 Lp(0, 1) 的线性等距同构映射.
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(b) 假设 p ≥ 1 且 q 是 p 的共轭数. 对任意 f ∈ Lp(0, 1), 定义

S(f)n = [n(n+ 1)]
1
q

∫ 1
n

1
n+1

f(t) dt, ∀n ≥ 1

证明 S 定义了从 Lp(0, 1) 到 `p 上的线性映射并且 S ◦ T 等于 `p 上的单位映射.

证明: (a)
• ∫ 1

0

|T (x)(t)|p dt =
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n≥1

[n(n+ 1)]
1
pxn1( 1

n+1 ,
1
n )(t)

∣∣∣∣∣
p

dt

=
∞∑

n=1

∫ 1
n

1
n+1

∣∣∣[n(n+ 1)]
1
pxn

∣∣∣p dt

=
∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
n(n+ 1)|xn|p =

∞∑
n=1

|xn|p < ∞

故 T (x)(t) ∈ Lp(0, 1).
• 线性:

T (λx+ y)(t) =
∑
n≥1

[n(n+ 1)]
1
p (λxn + yn)1( 1

n+1 ,
1
n )(t) = λ · T (x) + T (y)

• 等距: 由第一条知 ∀x, y ∈ `p:

‖T (x− y)(t)‖p =

(∫ 1

0

(T (x− y)(t))p dt
) 1

p

=

(
∞∑

n=1

(xn − yn)
p

) 1
p

= ‖x− y‖p

故 T 是等距映射
注意: 题目有一点小问题, T 不是同构, 因为不满足满射, 例如 f(x) = x ∈ Lp(0, 1) 不存在原像.

(b)
•

n∑
i=1

|S(f)n|p =
∞∑

n=1

[n(n+ 1)]
p
q

∣∣∣∣∣
∫ 1

n

1
n+1

f(t) dt
∣∣∣∣∣
p

≤
∞∑

n=1

[n(n+ 1)]p−1

(∫ 1
n

1
n+1

|f(t)| dt
)p

.

(i) 当 p = 1 时:
∞∑

n=1

|S(f)n| ≤
∞∑

n=1

∫ 1
n

1
n+1

|f(t)| dt =
∫ 1

0

|f(t)| dt < ∞.

故 (S(f)n)n≥1 ∈ `1.
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(ii) 当 p > 1 时:
∞∑

n=1

|S(f)n|p ≤
∞∑

n=1

1

n(n+ 1)
· (n(n+ 1))p ·

(∫ 1
n

1
n+1

|f(t)| dt
)p

=
∞∑

n=1

1

n(n+ 1)

(∫ 1
n

1
n+1

n(n+ 1)|f(t)| dt
)p

由 Hölder 不等式得:∫ 1
n

1
n+1

n(n+ 1)|f(t)| dt ≤
(∫ 1

n

1
n+1

|f(t)|p dt
) 1

p

·

(∫ 1
n

1
n+1

(n(n+ 1))q

) 1
q

.

故 (∫ 1
n

1
n+1

n(n+ 1)|f(t)| dt
)p

≤
∫ 1

n

1
n+1

|f(t)|p dt ·
(
(n(n+ 1))q

1

n(n+ 1)

) p
q

=

∫ 1
n

1
n+1

|f(t)|p dt · (n(n+ 1))(p−1)(q−1)

= n(n+ 1)

∫ 1
n

1
n+1

|f(t)|p dt.

从而
∞∑

n=1

|S(f)n|p ≤
∞∑

n=1

∫ 1
n

1
n+1

|f(t)|p dt =
∫ 1

0

|f(t)|p dt < ∞.

综上知 S 确实将 Lp(0, 1) 中得元素映到 `p 中
• 线性:

S(λf + g)n = [n(n+ 1)]
1
q

∫ 1
n

1
n+1

(λf(t) + g(t)) dt = λS(f)n + S(g)n

• 单位映射: ∀x ∈ `p, 有

((S ◦ T )(x))n = (S(T (x)(t)))n = [n(n+ 1)]
1
q

∫ 1
n

1
n+1

[n(n+ 1)]
1
pxn dt = xn

故 (S ◦ T )(x) = x, 即 S ◦ T 是 `p 上的单位映射.
证毕.

15. (a) 证明: 若 (E, d) 是可分的度量空间, F ⊂ E, 则 (F, d) 也是可分的度量空间.
(b) 证明: Rn, c0, `p, 1 ≤ p < ∞, C([a, b],R), C0(R,R) 和 Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, 都是可分的.
(c) 设 C = {−1, 1}N 是 `∞ 的子集, 它由所有的每项是 1 或 −1 的序列构成. 首先验证若 x 和 y

是 C 中两个不同序列,则 ‖x−y‖∞ = 2. 再证明 C 不可数,由此导出 `∞ 不可分. 类似证明 L∞(0, 1)

不可分.
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证明: (a) 因 (E, d) 可分, 故有可数稠密子集 A, 令 B = A ∩ F , 则 B 为 (F, d) 的可数稠密子
集, 从而 (F, d) 可分.

(b) 令 Qn = {(q1, · · · , qn) | qi ∈ Q, 1 ≤ i ≤ n}, 则 Qn 为 Rn 的可数稠密子集.
c0 可分: 令 Sk = {(a0, · · · , ak, 0, · · · ) | ai ∈ Q, 1 ≤ i ≤ k}, S =

⋃
k≥1 Sk, 则 S 为可数集. 任

取 y = (yn)n≥1 ∈ c0, 由于 limn→∞ |yn| = 0, 故对任意 ε > 0, 存在 N , 使得当 n > N 时, |yn| < ε.
由 Q 在 R 中稠密可知存在 x = (x1, · · · , xN , 0, · · · ) ∈ SN , 使得 |xi − yi| < ε(1 ≤ i ≤ N), 从而
‖x− y‖∞ < ε, 从而 S 在 c0 中稠密.

(c) 我们先说明一个引理: 设 (E, d) 为度量空间, U ⊂ E 为不可数子集且存在 r > 0, 使得对任
意 x, y ∈ U , x 6= y, 有 d(x, y) ≥ r, 则 E 不可分.

引理证明: 假设 E 存在可数稠密子集 C, 即 C = (xn)n≥1 且 C = E. 首先我们有 E =⋃∞
n=1 B(xn,

r
2
), 事实上, 任取 x ∈ E = C, 由闭包的性质知 B(x, r

2
) ∩ C 6= ∅, 即存在 C 中某 xn 使得

xn ∈ B(x, r
2
), 而 xn ∈ B(x, r

2
) ⇔ x ∈ B(xn,

r
2
), 因此 x ∈

⋃∞
n=1 B(xn,

r
2
), 从而 E =

⋃∞
n=1 B(xn,

r
2
).

(从过程可看出, 这里的 r
2
可替换为任意的正常数, 只不过为下面导出矛盾, 故选择 r

2
).

于是 U ⊂
⋃∞

n=1 B(xn,
r
2
), 而 U 为不可数子集, 故必存在不同两点 x, y ∈ U 包含于同一个球

B(xn,
r
2
) 中, 那么 d(x, y) < r, 矛盾. 这就说明 E 不可分.

`∞ 不可分: 考虑 `∞ 的子集 C = {1,−1}N, 若 x = (xn)n≥1 与 y = (yn)n≥1 是 C 中两个不同序
列, 则必存在某 n0 ≥ 1, 使得 xn0

6= yn0
⇒ |xn0

− yn0
| = 2, 从而 ‖x − y‖∞ = 2. 根据实变函数中的

技巧, 将 C 中元素与无限小数表示对应可证 C 的基数为 c, 即 C 不可数. 因此 `∞ 不可分.
L∞(0, 1) 不可分: 考虑 L∞(0, 1) 的子集 A = (1(0,r))0<r<1, 显然 A 为不可数子集, 且对于任意

的 r1 6= r2, 有 ‖1(0,r1) − 1(0,r2)‖∞ = 1, 故 L∞(0, 1) 不可分.

16. (卷积) 在实数集 R 上取 Lebesgue σ-代数及 Lebesgue 测度, 并设 f, g ∈ L1(R).
(a) 证明 ∫

R×R
f(u)g(v) du dv =

[∫
R
f(u) du

] [∫
R
g(v) dv

]
=

∫
R

[∫
R
f(x− y)g(y) dy

]
dx.

由此导出函数 x 7→
∫
R f(x− y)g(y) dy 在 R 上几乎处处有定义.

(b) 我们定义 f 和 g 的卷积 f ∗ g 为

f ∗ g(x) =


∫
R f(x− y)g(y) dy, 当积分存在,

0, 其他.

证明 f ∗ g ∈ L1(R) 且 ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.
(c) 取 f = 1[0,1], 计算 f ∗ f .
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证明: 首先容易验证 f(x− y)g(y) 为可测函数, 故由 Tonelli 定理得∫
R2

|f(x− y)g(y)| d(x, y) =
∫
R

∫
R
|f(x− y)g(y)| dx dy

=

∫
R
|g(y)|

∫
R
|f(x− y)| dx dy

= ‖f‖L1

∫
R
|g(y)| dy = ‖f‖L1

‖g‖L1
< ∞.

故 f(x− y)g(y) 在 R2 上可积, 由 Fubini 定理立即可得对于几乎处处的 x ∈ R, 有∫
R
f(x− y)g(y) dy < ∞,

也即函数 x 7→
∫
R f(x− y)g(y) dy 在 R 上几乎处处有定义.

(b) 由 (a) 中结论知 ∫
R
|f ∗ g(x)| dx =

∫
R

∣∣∣∣∫
R
f(x− y)g(y) dy

∣∣∣∣ dx
≤
∫
R

∫
R
|f(x− y)g(y)| dy dx

= ‖f‖L1
‖g‖L1

< ∞.

故 f ∗ g ∈ L1(R) 且 ‖f ∗ g‖L1
≤ ‖f‖L1

‖g‖L1
.

(c) 由定义

f ∗ f(x) =
∫
R
f(x− y)f(y) dy =

∫
R
1[0,1](x− y)1[0,1](y) dy

=

∫ 1

0

1[0,1](x− y) dy.

分类讨论可得, 当 x < 0 时, f ∗ f(x) = 0; 当 0 ≤ x ≤ 1 时, f ∗ f(x) = x; 当 1 < x ≤ 2 时,
f ∗ f(x) = 2− x; 当 x > 2 时, f ∗ f(x) = 0.

17. 在 R 上考虑 Borel σ-代数和 Lebesgue 测度. 设 1 < p < ∞ 且 f ∈ Lp(0,+∞). 定义

F (x) =
1

x

∫ x

0

f(t) dt, ∀x > 0.

本题的目标是证明 Hardy 不等式:

‖F‖p ≤ p

p− 1
‖f‖p, ∀f ∈ Lp(0,+∞). (?)

(a) 首先说明 F 在 (0,+∞) 上的定义是合理的, 并且

|x1F (x1)− x2F (x2)| ≤ |x1 − x2|
1
q ‖f‖p, ∀x1, x2 > 0.
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这里 q 是 p 的共轭数. 并由此证明 F 在 (0,+∞) 上连续, 故可测.
(b) 假设 f 是有紧支撑的连续函数且 f ≥ 0. 证明 F 在 (0,∞) 上连续可导且有

(p− 1)

∫ +∞

0

F (x)p dx = p

∫ +∞

0

F (x)p−1f(x) dx.

并由此导出公式 (?).
(c) 证明公式 (?) 对所有的 f ∈ Lp(0,+∞) 成立.
(d) 用反例说明当 p = 1 时, (?) 不成立, 即不存在任何常数 C > 0, 使得

‖F‖p ≤ C‖f‖p, ∀f ∈ Lp(0,+∞).

(e) 证明 p
p−1
是使得 (?) 式成立的最优常数. 也就是说, 若有 C > 0 使得

‖F‖p ≤ C‖f‖p, ∀f ∈ Lp(0,+∞),

则 C ≥ p
p−1

.
提示: 考虑函数 f(x) = x− 1

p1[1,n](x) 和极限∥∥F1[1,n](x)
∥∥
p
/‖f‖p, n → ∞.

证明: (a) 不妨设 x1 ≤ x2, 则

|x1f(x1)− x2f(x2)| =
∣∣∣∣∫ x1

0

f(t) dt−
∫ x2

0

f(t) dt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ x2

x1

f(t) dt
∣∣∣∣

≤
∫ x2

x1

|f(t)| dt

≤
(∫ x2

x1

|f(t)|p dt
) 1

p
(∫ x2

x1

1dt
) 1

q

≤ |x1 − x2|
1
q ‖f‖p.
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(b) 注意到 (xF (x))′ = f(x), 故由分部积分得

p

∫ +∞

0

F (x)p−1f(x) dx = p

∫ +∞

0

F (x)p−1 d(xF (x))

= pxF (x)p|+∞
0 − p

∫ +∞

0

xF (x)(p− 1)F (x)p−2 dF (x)

= −p(p− 1)

∫ +∞

0

xF (x)p−1 dF (x)

= −(p− 1)

∫ +∞

0

x dF (x)p

= −(p− 1)xF (x)p|+∞
0 + (p− 1)

∫ +∞

0

F (x)p dx

= (p− 1)

∫ +∞

0

F (x)p dx.

18. 令 2 ≤ p < ∞, 在本题中 Lp(R) 简单记作 Lp.
(a) 我们的第一个目标是证明 Clarkson 不等式:∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2

(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)
, ∀f, g ∈ Lp.

(i) 任取 s, t ∈ [0,+∞), 证明 sp + tp ≤ (s2 + t2)
p
2 .

(ii) 任取 a, b ∈ R, 证明 ∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣p ≤ 1

2
(|a|p + |b|p) .

(iii) 导出 Clarkson 不等式.
(b) 设 C 是 Lp 空间中的非空闭凸集, 且 f ∈ Lp, 并记 d = d(f, C). 我们的第二个目标是证明:

存在唯一的函数 g0 ∈ C, 使得 d = ‖f − g0‖p.
(i) 解释为什么存在 C 中的序列 (gn)n≥1, 使得

‖f − gn‖pp ≤ dp +
1

n
, ∀n ∈ N∗.

(ii) 运用 Clarkson 不等式证明∥∥∥∥gn − gm
2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2n
+

1

2m
, ∀n,m ∈ N∗.

(iii) 导出: 存在函数 g0 ∈ C, 使得 d(f, C) = ‖f − g0‖p.
(iv) 证明这样的函数 g0 ∈ C 是唯一的. 当证明了该命题后, 将 g0 记为 PC(f).
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(c) 最后我们的目标是证明映射 PC : Lp → C 的连续性.
(i) 证明

‖g − PC(g)‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖f − PC(f)‖p , ∀f, g ∈ Lp.

(ii) 运用 Clarkson 不等式, 证明∥∥∥∥PC(f)− PC(g)

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2
‖f − PC(g)‖pp −

1

2
‖f − PC(f)‖pp , ∀f, g ∈ Lp.

(iii) 最后导出 PC 的连续性.

证明: (a)(i) 当 t = 0 时不等式显然成立, 当 t 6= 0 时, 原不等式等价于(s
t

)p
+ 1 ≤

((s
t

)2
+ 1

) p
2

.

令 f(x) = (x2 + 1)
p
2 − xp, x ≥ 0, 则 f ′(x) = px(x2 + 1)

p
2−1 − pxp−1 ≥ 0, 故 f(x) ≥ f(0) = 1, 此蕴

含所证不等式.
(ii) 由 (i) 中结论和 x 7→ x

p
2 的凸性得∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣p ≤
(∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2)
p
2

=

(
a2 + b2

2

) p
2

≤ 1

2

[
(a2)

p
2 + (b2)

p
2

]
=

1

2
(|a|p + |b|p).

(iii) 由 (ii) 中结论可得∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥p
p

=

∫
R

∣∣∣∣f(x) + g(x)

2

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣f(x)− g(x)

2

∣∣∣∣p dx

≤ 1

2

∫
R
|f(x)|p + |g(x)|p dx

=
1

2
(‖f‖pp + ‖g‖pp).

(b)(i) 因 dp = dp(f, C) = inf{‖f − g‖pp | g ∈ C}, 故由下确界的定义知对于任意 n ∈ N∗, 存在
gn ∈ C, 使得

‖f − gn‖pp ≤ dp +
1

n
.

(ii) 由于
‖f − gm‖pp ≤ dp +

1

m
, ‖f − gn‖pp ≤ dp +

1

n
.

故结合 Clarkson 不等式得∥∥∥∥f − gm + gn
2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥gm − gn
2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2

(
‖f − gm‖pp + ‖f − gn‖pp

)
≤ dp +

1

2m
+

1

2n
.



第 3 章 赋范空间和连续线性映射 45

因 C 为凸集, 故 gm+gn
2

∈ C, 从而
∥∥f − gm+gn

2

∥∥p
p
≥ dp, 代入上述不等式得∥∥∥∥gm − gn

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2m
+

1

2n
.

(iii)由 (ii)知 ‖ gn−gm
2

‖pp → 0 (m,n → ∞),故 (gn)n≥1为 C 中 Cauchy序列. 注意到 C 为 Banach
空间 Lp 的闭子集, 故 C 完备, 从而 (gn)n≥1 在 C 中收敛, 记收敛值为 g0. 在 ‖f − gn‖pp ≤ dp + 1

n
两

侧取极限, 即得 ‖f − g0‖p = d.
(iv) 假设存在 g1 ∈ C, 使得 d(f, C) = ‖f − g1‖p, 则由 Clarkson 不等式得

dp =
1

2

(
‖f − g0‖pp + ‖f − g1‖pp

)
≥
∥∥∥∥f − g0 + g1

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥g0 − g1
2

∥∥∥∥p
p

≥ dp +

∥∥∥∥g0 − g1
2

∥∥∥∥p
p

.

故 g0 = g1, 唯一性得证.
(c)(i) 由 Minkowski 不等式得

‖g − PC(g)‖p ≤ ‖g − PC(f)‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖f − PC(f)‖p.

(ii) 由 Clarkson 不等式知∥∥∥∥f − PC(f) + PC(g)

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥PC(f)− PC(g)

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2

(
‖f − PC(f)‖pp + ‖f − PC(g)‖pp

)
.

结合
∥∥∥f − PC(f)+PC(g)

2

∥∥∥p
p
≥ ‖f − PC(f)‖pp, 即得

∥∥∥∥PC(f)− PC(g)

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2
‖f − PC(g)‖pp −

1

2
‖f − PC(f)‖pp .

(iii)



第
4
章

Hilbert 空间

1. 设 u : H → K 是两个实内积空间之间的映射, 且有

‖u(x)− u(y)‖ = ‖x− y‖, ∀x, y ∈ H (也就是说, u 是一个等距映射).

证明 u− u(0) 是线性的.

证明: 记 v = u − u(0), 则 v(0) = 0, ‖v(x) − v(y)‖ = ‖x − y‖ (∀x, y ∈ H), 即 v 保距离 (特别
地, v 还保范数), 将上式平方得

‖v(x)‖2 + ‖v(y)‖2 − 2〈v(x), v(y)〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2〈x, y〉.

故
〈v(x), v(y)〉 = 〈x, y〉.

因此 v 保内积, 下面证明 v 是线性的:
• v(x+ y) = v(x) + v(y) (∀x, y ∈ H):

〈v(x+ y)− v(x)− v(y), v(x+ y)− v(x)− v(y)〉

= ‖v(x+ y)‖2 + ‖v(x)‖2 + ‖v(y)‖2 − 2〈v(x+ y), v(x)〉

− 2〈v(x+ y), v(y)〉+ 2〈v(x), v(y)〉

= ‖x+ y‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2〈x+ y, x〉 − 2〈x+ y, y〉+ 2〈x, y〉

= ‖x+ y‖2 + ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2‖x+ y‖2 + 2〈x, y〉

= 0

⇒ v(x+ y) = v(x) + v(y).

46
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• v(λx) = λv(x) (∀λ ∈ R, x ∈ H):

〈v(λx)− λv(x), v(λx)− λv(x)〉

= ‖v(λx)‖2 + λ2‖v(x)‖2 − 2λ〈v(λx), v(x)〉

= ‖λx‖2 + λ2‖x‖2 − 2λ〈λx, x〉

= 0

⇒ v(λx) = λv(x).

根据上面两点知 v 是线性的.

注 保距离 + 保原点 → 保内积.

2. 设 A 是 `2 的子集, 其元素 x = (xn)n≥1 满足 |xn| ≤ 1
n

, n ≥ 1. 证明 A 是紧集.

证明: 我们证明 A 序列紧, 即证 A 中任意序列有收敛子列, 任取 A 中的序列 (x(m))m≥1, 记

x(m) =
(
x
(m)
1 , x

(m)
2 , · · · , x(m)

n , · · ·
)

m = 1, 2, · · · .(
x
(m)
1

)
m≥1

为有界序列, 有收敛子列
(
x
(m1

k)
1

)
k≥1

;(
x
(m1

k)
2

)
k≥1
为有界序列, 有收敛子列

(
x
(m2

k)
2

)
k≥1

;
· · · · · ·(
x
(mn−1

k )
n

)
k≥1
为有界序列, 有收敛子列

(
x
(mn

k )
n

)
k≥1

;
· · · · · ·
根据对角线法选取指标列

(
mk

k

)
k≥1

, 由此得到 (x(m))m≥1 的子列 (x(mk
k))k≥1, 不妨将其简记为

(x(mk))k≥1, 其每一个坐标分量都是收敛的, 记 (x(mk))k≥1 依坐标收敛于 x = (xn), 且有 |xn| ≤ 1
n

, 故
x = (xn) ∈ `2, 下面证明 (x(mk))k≥1 依 `2 范数收敛到 x: 事实上, 对于每个 k ≥ 1, 都有 |x(mk)

n | ≤ 1
n

,
故

|x(mk)
n − xn| ≤

2

n
.

那么, 对任意 ε > 0, 存在 N ≥ 1, 使得
∞∑

n=N+1

|x(mk)
n − xn|2 ≤

∞∑
n=N+1

4

n2
< ε.

另一方面, 因为 (x(mk))k≥1 依坐标收敛于 x = (xn), 故存在 k0 ≥ 1, 使得当 k ≥ k0 时, 有

N∑
n=1

|x(mk)
n − xn|2 ≤

N∑
n=1

ε

N
= ε.
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因此

‖x(mk) − x‖ℓ2 =

(
∞∑

n=1

|x(mk)
n − xn|2

) 1
2

< (2ε)
1
2 .

即说明 (x(mk))k≥1 依 `2 范数收敛到 x, 故 A 是紧集.

注 从证明过程可以看出题目条件中的控制项 1
n
可以换成任意 (an), 只要其满足

∑∞
n=1 a

2
n 收敛

即可.

3. 设 E 和 F 是内积空间 H 的两个向量子空间. 证明存在常数 α ≥ 0 使得

|〈x, y〉| = α‖x‖‖y‖, ∀x ∈ E, ∀y ∈ F

的充分必要条件是或者 dimE = dimF = 1, 或者 α = 0 (即 E 与 F 正交).

证明: (⇐) 充分性显然.
(⇒) 已知存在 α ≥ 0, 使得 |〈x, y〉| = α‖x‖ · ‖y‖ (∀x ∈ E, y ∈ F ). 当 α = 0 时, 显然 E 与 F 正

交; 当 α > 0 时, 需证 dimE = dimF = 1, 反证法, 当 K = R 时, 假设 dimF ≥ 2, 取 F 中两个不共
线的单位向量 e1, e2, 取 E 中一个单位向量 e, 则 〈e, e1〉 = 〈e, e2〉 = α, 且

〈e, e1 + e2〉 = 2α = α‖e1 + e2‖,

因此 ‖e1 + e2‖ = ‖e1‖+ ‖e2‖, 于是 e1 与 e2 共线, 矛盾.

4. 设 E 和 F 是内积空间 H 的两个向量子空间. 假设 E 和 F 都不等于集合 {0}. 定义 E 和 F

之间的夹角 θ 为

cos θ = sup
{
|〈x, y〉|
‖x‖‖y‖

: x ∈ E, y ∈ F

}
, θ ∈

[
0,

π

2

]
.

证明: θ > 0 当且仅当存在一个常数 c > 0, 使得

‖x+ y‖2 ≥ c(‖x‖2 + ‖y‖2), ∀x ∈ E, y ∈ F.

证明: (⇒) 记 m = cos θ, 则 θ > 0 ⇐⇒ 0 ≤ m < 1. 由夹角的定义知

|〈x, y〉| ≤ m‖x‖‖y‖ ≤ m

2
(‖x‖2 + ‖y‖2),

故

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re〈x, y〉 ≥ ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2|〈x, y〉|

≥ ‖x‖2 + ‖y‖2 −m
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
= (1−m)

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.



第 4 章 HILBERT 空间 49

在上式中取 c = 1−m > 0 即得所证.
(⇐) 注意到

cos θ = sup
{
|〈x, y〉|
‖x‖‖y‖

: x ∈ E, y ∈ F

}
= sup{|〈x, y〉| : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x ∈ E, y ∈ F}.

故只需证 sup{|〈x, y〉| : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x ∈ E, y ∈ F} < 1.
对任意 x ∈ E, y ∈ F , 且 ‖x‖ = ‖y‖ = 1, 由条件 ‖x+ y‖2 ≥ c(‖x‖2 + ‖y‖2) (不妨设 0 < c < 1)

得 Re〈x, y〉 ≥ c− 1. 当 ‖x‖ = 1 时, 亦有 ‖ − x‖ = 1, 故

Re〈x, y〉 = −Re〈−x, y〉 ≤ 1− c.

因此

|〈x, y〉| = sgn〈x, y〉 · 〈x, y〉

= 〈sgn〈x, y〉 · x, y〉 (real number)

= Re〈sgn〈x, y〉 · x, y〉

≤ 1− c.

从而 sup{|〈x, y〉| : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x ∈ E, y ∈ F} ≤ 1− c < 1, 由此即得 θ > 0.

5. 设H 是 Hilbert空间, (An)是H 中递减的闭凸非空子集列. 任取 x ∈ H,令 dn(x) = d(x,An)

且 d(x) = limn→∞ dn(x).
(a) 证明: 若对某一个 x ∈ H, 有 d(x) < ∞, 则对所有的 x ∈ H, d(x) < ∞. 我们在下面假
设该命题成立, 并用 A(x, ε, n) 表示中心在 x、半径为 d(x) + ε 的闭球与 An 的交集, 即
A(x, ε, n) = An ∩B(x, d(x) + ε).

(b) 证明
lim

ε→0,n→∞
diam(A(x, ε, n)) = 0.

(c) 证明所有 An 的交集 A 非空并且 d(x) = d(x,A).

证明: (a) 假设存在 x0 ∈ H, 使得 d(x0) < ∞, 则对任意 x ∈ H,

dn(x) = d(x,An) ≤ d(x, PAn
(x0))

≤ d(x, x0) + d(x0, PAn
(x0)) = d(x, x0) + dn(x0).

上式两侧取极限得
d(x) = lim

n→∞
dn(x) ≤ d(x, x0) + d(x0) < ∞.
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(b) 仍记 yn = PAn
(x), 则 dn(x) = d(x, yn) ≤ d(x), 因此 yn ∈ An ∩ B(x, d(x) + ε). 由于

dn(x) = d(x, yn) ≤ d(x) < ∞, 故对于 ∀ε > 0, 存在 N(ε), 使得 ∀n ≥ N(ε), d(x) < dn(x) + ε. 因此
对 ∀z, w ∈ An ∩B(x, d(x) + ε), ∀n ≥ N(ε), 有

dn(x) ≤ d(x, z) ≤ d(x) + ε ≤ dn(x) + 2ε,

dn(x) ≤ d(x,w) ≤ d(x) + ε ≤ dn(x) + 2ε.

由 An 及 B(x, d(x) + ε) 均为凸集知 (z + w)/2 ∈ An ∩B(x, d(x) + ε), 从而

dn(x) ≤ d

(
x,

z + w

2

)
.

结合以上三式并根据平行四边形公式得

dn(x)
2 +

1

4
‖z − w‖2 ≤

∥∥∥∥x− z + w

2

∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥z − w

2

∥∥∥∥2
= 2

(∥∥∥∥x− z

2

∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥x− w

2

∥∥∥∥2
)

≤ (dn(x) + 2ε)2.

即
‖z − w‖2 ≤ 16ε(dn(x) + ε).

对所有的 z, w ∈ A(x, ε, n) 取上确界得

diamA(x, ε, n) ≤ 16ε(dn(x) + ε) ∀n ≥ N(ε).

从而
lim

ε→0,n→∞
diamA(x, ε, n) = 0.

(c) 取 H 中集列
(
A(x, 1

n
, n)
)
n≥1

, 则
•
(
A(x, 1

n
, n)
)
n≥1
是单调递减的闭集列;

•
(
A(x, 1

n
, n)
)
n≥1
非空;

• limn→∞ diam
(
A(x, 1

n
, n)
)
n≥1

= 0 (在 (b) 中取 ε = 1/n 知此式成立).
因为 H 是完备的, 所以 ⋂

n≥1

A

(
x,

1

n
, n

)
是单点集.

又
(
A(x, 1

n
, n)
)
⊂ An, 故 A =

⋂
n≥1 An 非空.

下证 d(x) = d(x,A):
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因为 dn(x) = d(x,An) ≤ d(x,A), 所以 d(x) ≤ d(x,A). 假设 d(x) < d(x,A), 则存在 δ, 使得
d(x,An) ≤ d(x) < δ < d(x,A), 同理可知:⋂

n≥1

A

(
x,

δ − d(x)

n
, n

)
=
⋂
n≥1

(
An ∩B

(
x, d(x) +

δ − d(x)

n

))
是单点集.

故 ⋂
n≥1

(
An ∩B (x, δ)

)
= A ∩B(x, δ) 非空,

但事实是
A ∩B(x, δ) = ∅.

故假设不成立, 即得 d(x) = d(x,A).

6. 设 H 是内积空间, xn, x ∈ H. 并假设

lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖ 且 lim
n→∞

〈y, xn〉 = 〈y, x〉, ∀y ∈ H.

证明 limn→∞ ‖xn − x‖ = 0.1

证明: 因 limn→∞ ‖xn‖ = ‖x‖, 所以 limn→∞〈xn, xn〉 = 〈x, x〉 · · · (1)
因为 limn→∞〈y, xn〉 = 〈y, x〉, 所以 limn→∞〈x, xn〉 = 〈x, x〉 · · · (2)
两式相减得 limn→∞〈xn − x, xn〉 = 0, 另外由第二式可得 limn→∞〈xn − x, x〉 = 0.
故

lim
n→∞

‖xn − x‖2 = lim
n→∞

〈xn − x, xn − x〉

= lim
n→∞

〈xn − x, xn〉 − lim
n→∞

〈xn − x, x〉

= 0− 0 = 0.

从而 limn→∞ ‖xn − x‖ = 0.

7. 设 (xn) 是 Hilbert 空间 H 中的有界序列. 证明存在 (xn) 的子序列 (xnk
) 及 x ∈ H, 使得对

任意 y ∈ H, 有 limk〈y, xnk
〉 = 〈y, x〉.2

1此结论有更一般的表述: 见 Brezis [1, Proposition 3.32].
2其实这个是 Eberlein-Šmulian 定理的推论: 在自反 Banach 空间中, 任何有界序列都存在弱收敛的子列.
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证明: (本题考查对角线选择法和 Riesz 表示定理) 设 ‖xn‖ ≤ M(∀n ∈ N∗), 故对任意 m,n ∈
N∗, |〈xm, xn〉| ≤ ‖xm‖ · ‖xn‖ ≤ M2, 考虑下面的一族有界内积序列

〈x1, x1〉 〈x1, x2〉 · · · 〈x1, xn〉 · · ·
〈x2, x1〉 〈x2, x2〉 · · · 〈x2, xn〉 · · ·

...
...

...
...

〈xm, x1〉 〈xm, x2〉 · · · 〈xm, xn〉 · · ·
...

...
...

...

第一行序列 (〈x1, xn〉)n≥1 存在收敛子列 (〈x1, xn1
k
〉)k≥1

第二行子列 (〈x2, xn1
k
〉)k≥1 存在收敛子列 (〈x2, xn2

k
〉)k≥1

· · · · · ·
第 m 行子列 (〈xm, xnm−1

k
〉)k≥1 存在收敛子列 (〈xm, xnm

k
〉)k≥1

依此下来, 并运用对角线选择法取出 (xn) 的子列 (xnk
k
)k≥1, 不妨将其简记为 (xnk

).
设 E = span((xn)n≥1),则任意 y ∈ E, (〈y, xnk

〉)k≥1收敛,进一步容易验证对 ∀y ∈ E, (〈y, xnk
〉)k≥1

收敛, 最后任意 y ∈ H, 由正交分解定理得 y = y1 + y2, y1 ∈ E, y2 ∈ E⊥, 故

〈y, xnk
〉 = 〈y1, xnk

〉+ 〈y2, xnk
〉 = 〈y1, xnk

〉.

因此对任意 y ∈ H, limk→∞〈y, xnk
〉 存在, 而且∣∣∣ lim

k→∞
〈y, xnk

〉
∣∣∣ ≤ lim sup

k→∞
|〈y, xnk

〉| ≤ M‖y‖.

因此 y 7→ limk→∞〈y, xnk
〉 是连续线性泛函, 由 Riesz 表示定理知存在 x ∈ H 使得 limk→∞〈y, xnk

〉 =
〈y, x〉(∀y ∈ H).

8. 设 A 和 B 都是 Hilbert 空间 H 的非空闭凸子集, 并设它们其中一个有界. 证明存在 a ∈ A

和 b ∈ B, 使得 d(a, b) = d(A,B), 这里

d(A,B) = inf{d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}.

证明: 不妨设 A 有界, 由距离的定义知对任意 n ≥ 1, 存在 xn ∈ A 使得

d(xn, B) < d(A,B) +
1

n
.

因为 (xn)n≥1 是有界序列, 故由上一题结论知存在 a ∈ H 及 (xn)n≥1 的子列 (不妨仍记为 (xn)n≥1)
使得

lim
n→∞

〈xn, y〉 = 〈a, y〉, ∀y ∈ H.
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下面证明 a ∈ A, 由投影的性质知

‖a− PA(a)‖2 = 〈a− PA(a), a− PA(a)〉

= lim
n→∞

〈a− PA(a), xn − PA(a)〉 (注意到虚部的极限为 0)

= lim
n→∞

Re〈a− PA(a), xn − PA(a)〉 ≤ 0.

故 a = PA(a), 从而 a ∈ A. 又

‖xn − PB(xn)‖2 = ‖xn − a+ a− PB(a) + PB(a)− PB(xn)‖2

= ‖a− PB(a)‖2 + ‖xn − a+ PB(a)− PB(xn)‖2

+ 2Re〈a− PB(a), xn − a〉+ 2Re〈a− PB(a), PB(a)− PB(xn)〉

≥ ‖a− PB(a)‖2 + 2Re〈a− PB(a), xn − a〉.

故

(d(A,B))2 ≤ ‖a− PB(a)‖2 ≤ ‖xn − PB(xn)‖2 − 2Re〈a− PB(a), xn − a〉

<

(
d(A,B) +

1

n

)2

− 2Re〈a− PB(a), xn − a〉

→ (d(A,B))2 as n → ∞.

因此 ‖a− PB(a)‖ = d(A,B), 记 b = PB(a) ∈ B, 即得 d(a, b) = d(A,B).

9. 将上一习题中的条件换成 A 和 B 无界, 但假设 ‖x‖ 和 ‖y‖ 都趋向 ∞ 时, 必有 d(x, y) 趋向
∞. 证明结论仍然成立. 在 R2 中用反例说明若条件不符合假设时, 结论不成立.

证明: 令 M = d(A,B) + 1, 由假设条件知存在 r1 > 0, 使得

∀x ∈ A, ∀y ∈ B : (‖x‖ ≥ r1 and ‖y‖ ≥ r2 =⇒ d(x, y) ≥ M).

令 r2 := r1 +M , A0 := A ∩B(0, r2), B0 := B ∩B(0, r2).
取 x ∈ A, y ∈ B 满足 x ∈ A \A0 或 y ∈ B \B0,

(1) 若 ‖x‖, ‖y‖ ≥ r1, 则 d(x, y) ≥ M .
(2) 若 ‖x‖ < r1, 则 x ∈ A1, 从而必有 y /∈ B0, 故

‖x− y‖ ≥ ‖y‖ − ‖x‖ > r2 − r1 = M.

(3) 若 ‖y‖ < r1, 同理可得 ‖x− y‖ > M .
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综上可知
d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A0, y ∈ B0}.

注意到 A0, B0 都是非空有界凸集, 由上一题结论知存在 a ∈ A0, b ∈ B0 使得

d(a, b) = d(A,B).

若条件不符合假设时, 取 R2 中的区域 A = {(x, y) | xy ≤ −1, x < 0}, B = {(x, y) | xy ≥ 1, x >

0}, 则 d(A,B) = 0, 但是不存在 a ∈ A, b ∈ B 使得 d(a, b) = 0.

10. (a) 设 H 是 Hilbert 空间, Dn = {−1, 1}n. 证明
1

2n

∑
(εk)∈Dn

‖ε1x1 + · · ·+ εnxn‖2 = ‖x1‖2 + · · ·+ ‖xn‖2 , ∀x1, · · · , xn ∈ H.

(b) 设 (X, ‖ · ‖) 是 Banach 空间, 并假设有一个 X 上的内积范数 | · | 等价于 ‖ · ‖. 证明存在正
常数 a 和 b, 使得

a
n∑

k=1

‖xk‖2 ≤
1

2n

∑
(εk)∈Dn

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
2

≤ b
n∑

k=1

‖xk‖2 , ∀x1, · · · , xn ∈ X.

(c) 设 1 ≤ p 6= 2 ≤ ∞, 证明空间 c0, `p 和 Lp(0, 1) 没有等价的内积范数.

证明: (a) 原等式等价于∑
(εk)∈Dn

‖ε1x1 + · · ·+ εnxn‖2 = 2n
(
‖x1‖2 + · · ·+ ‖xn‖2

)
.

上式左边

RHS =
∑

(εk)∈Dn

〈
n∑

i=1

εixi,
n∑

i=1

εixi

〉

=
∑

(εk)∈Dn

n∑
i=1

n∑
j=1

εiεj〈xi, xj〉

=
∑

(εk)∈Dn

n∑
i=1

ε2i 〈xi, xi〉+
∑

(εk)∈Dn

∑
1≤i,j≤n

i ̸=j

εiεj〈xi, xj〉

=
∑

(εk)∈Dn

n∑
i=1

〈xi, xi〉+
∑

(εk)∈Dn

∑
1≤i,j≤n

i ̸=j

εiεj〈xi, xj〉

= 2n
n∑

i=1

‖xi‖2 +
∑

(εk)∈Dn

∑
1≤i,j≤n

i ̸=j

εiεj〈xi, xj〉.
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观察最后一项中 〈xi, xj〉 的系数: εi = εj = 1 有 2n−2 项, εi = εj = −1 有 2n−2 项, εi = 1, εj = −1

有 2n−2 项, εi = −1, εj = 1 有 2n−2 项, 因此

〈xi, xj〉 的系数 = 2 · 2n−2 − 2 · 2n−2 = 0.

于是即证所需.
(b) 由于 | · | 等价于 ‖ · ‖, 故存在正常数 C1 和 C2 使得 C1‖ · ‖ ≤ | · | ≤ C2‖ · ‖. 由 (a) 知

1

2n

∑
(εk)∈Dn

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

εkxk

∣∣∣∣∣
2

=
n∑

k=1

|xk|2.

故
n∑

k=1

C2
2‖xk‖2 ≥

n∑
k=1

|xk|2 =
1

2n

∑
(εk)∈Dn

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

εkxk

∣∣∣∣∣
2

≥ 1

2n

∑
(εk)∈Dn

C2
1

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
2

,

因此
1

2n

∑
(εk)∈Dn

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
2

≤
(
C2

C1

)2 n∑
k=1

‖xk‖2.

故取 b =
(

c2
c1

)2
即得

1

2n

∑
(εk)∈Dn

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

εkxk

∥∥∥∥∥
2

≤ b
n∑

k=1

‖xk‖2.

同理取 a =
(

C1

C2

)2
可得左半边不等式.

11. 设 (Cn) 是 Hilbert 空间 H 中的一个递增的非空闭凸子集列, C 是所有 Cn 的并集的闭包.
证明

PC(x) = lim
n→∞

PCn
(x), ∀x ∈ H.

证明: 首先容易验证 C是闭凸集,从而 PC(x)是有定义的,接下来证明 PC(x) = limn→∞ PCn
(x)

(∀x ∈ H), 分几步进行:
d(x,C) = limn→∞ d(x,Cn): 因为对于每个 n, d(x,C) ≤ d(x,Cn),故 d(x,C) ≤ limn→∞ d(x,Cn),

假设 d(x,C) < limn→∞ d(x,Cn), 则存在 y ∈ C, 使得 d(x, y) < limn→∞ d(x,Cn), 不妨设 y ∈⋃∞
n=1 Cn, 也就是说存在 n0 使得 y ∈ Cn0

, 从而 d(x, y) ≥ d(x,Cn0
) ≥ limn→∞ d(x,Cn), 矛盾, 故

d(x,C) = limn→∞ d(x,Cn).
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(PCn
(x))n≥1 收敛: 因为 (d(x,Cn))n≥1 单调递减趋于 d(x,C), 故对 ∀ε > 0, 存在 N ≥ 1, 使得当

n > N 时, d(x,Cn) < d(x,C) + ε, 故 ∀m,n > N , 有

4(d(x,C) + ε)2 ≥ 2(‖x− PCn
(x)‖2 + ‖x− PCm

(x)‖2)

= 4

∥∥∥∥x− PCn
(x) + PCm

(x)

2

∥∥∥∥2 + ‖PCn
(x)− PCm

(x)‖2

≥ 4d(x,C)2 + ‖PCn
(x)− PCm

(x)‖2.

由上式知 (PCn
(x))n≥1 是 Cauchy 序列, 由 C 的完备性知其在 C 中收敛, 记为

lim
n→∞

PCn
(x) = y ∈ C.

y = PC(x): 对于任意 ∀ε > 0, 存在 N ≥ 1, 使得对 ∀n > N , 有 d(y, PCn
(x)) < ε, d(x,Cn) <

d(x,C) + ε, 故
d(x, y) ≤ d(y, PCn

(x)) + d(x,Cn) < d(x,C) + 2ε,

由 ε 的任意性知 d(x, y) ≤ d(x,C), 又因为 y ∈ C, 故 d(x, y) = d(x,C), 由投影的唯一性知 y =

PC(x), 证毕.

12. 设 H 是内积空间. (x1, · · · , xn) 是 H 中的任一向量组, 称矩阵 (〈xi, xj〉)1≤i,j≤n 的行列式为
向量组 (x1, · · · , xn) 的 Gram 行列式, 记作 G(x1, · · · , xn).

(a) 证明 G(x1, · · · , xn) ≥ 0; 且 G (x1, · · · , xn) > 0 当且仅当向量组 (x1, · · · , xn) 线性独立.
(b) 假设向量组 (x1, · · · , xn) 线性独立. 令 E = span (x1, · · · , xn). 证明

d(x,E)2 =
G (x, x1, x2, · · · , xn)

G (x1, x2, · · · , xn)
, ∀x ∈ H.

证明: (参考《高等代数与解析几何》陈志杰习题 6.3.13 及 6.4.6)
(a) 设 W = span{x1, · · · , xn} 且 dimW = k, 取 W 的规范正交基 (ei)1≤i≤k. 由于

xi =
k∑

m=1

〈xi, em〉em, xj =
m∑

k=1

〈xj , em〉em,

故

〈xi, xj〉 = 〈
k∑

m=1

〈xi, em〉em,
k∑

m=1

〈xj , em〉em〉

=
k∑

m=1

〈xi, em〉〈xj , em〉 =
m∑

k=1

〈xi, em〉〈em, xj〉.
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记

M =


〈x1, e1〉 · · · 〈x1, ek〉

...
...

〈xn, e1〉 · · · 〈xn, ek〉


n×k

.

则

MT =


〈e1, x1〉 · · · 〈e1, xn〉

...
...

〈ek, x1〉 · · · 〈ek, xn〉


k×n

,

且 (〈xi, xj〉)1≤i,j≤n = MMT, 从而 G(x1, · · · , xn) = det(MMT).
若 k < n, 则 rank(M) ≤ k < n, 故 rank(〈xi, xj〉) < n, 故 |G(x1, · · · , xn)| = 0.
若 k = n, 则 x1, · · · , xn 线性无关, 即关于 λ1, · · · , λn 的方程

λ1x1 + · · ·+ λnxn = 0

只有零解. 考虑关于 λ1, · · · , λn 的齐次线性方程组
λ1〈x1, e1〉+ · · ·+ λn〈xn, e1〉 = 0

· · ·

λ1〈x1, en〉+ · · ·+ λn〈xn, en〉 = 0.

上述方程组的系数矩阵即为 MT, 将上述方程组的第 i (1 ≤ i ≤ n) 个方程乘以 ei 并求和即得

λ1x1 + · · ·+ λnxn = 0,

于是 λ1 = · · · = λn = 0, 因此 det(M) 6= 0, 从而

G(x1, · · · , xn) = det(MMT) = det(M) det(MT) = (det(M))2 > 0.
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(b) 设 x 在 E 上的正交投影为 y, 则

detG(x, x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x, x) (x, x1) · · · (x, xn)

(x1, x) (x1, x1) · · · (x1, xn)
...

...
...

(xn, x) (xn, x1) · · · (xn, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x, x− y) (x, x1) · · · (x, xn)

(x1, x− y) (x1, x1) · · · (x1, xn)
...

...
...

(xn, x− y) (xn, x1) · · · (xn, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x, y) (x, x1) · · · (x, xn)

(x1, y) (x1, x1) · · · (x1, xn)
...

...
...

(xn, y) (xn, x1) · · · (xn, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

=: A+B.

注意到 (xi, x−y) = 0 ∀1 ≤ i ≤ n且 (x, x−y) = ‖x−y‖2 = d(x,E)2,故A = d(x,E)2 detG(x1, . . . , xn).
又由于 y, x1, . . . , xp 线性相关, 故 B = 0.

13. 设 E = C([0, 1]) 上装备有如下的内积

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(t)g(t) dt.

并设 E0 表示在 [0, 1] 上积分为 0 的函数组成的 E 的向量子空间. 考虑 E 的向量子空间:

H = {f ∈ E : f(1) = 0} 且 H0 = E0 ∩H.

(a) 验证 H0 是 H 的闭的真向量子空间.
(b) 设 h(t) = t− 1

2
, t ∈ [0, 1]. 证明

(i) E = span(H,h) 且有 E0 = span (H0, h);
(ii) h 属于 H0 在 E 中的闭包.

(c) 证明 H⊥
0 = {0}. 解释所得结果蕴含的意义.

证明: (a) 任取一列 (fn) ⊂ E0 且 fn → f , 则
∫ 1

0
fn(t) dt = 0,

∫ 1

0
|fn(t) − f(t)|2 dt → 0, 故

fn(t) − f(t) = 0 a.e. (n → ∞), 因此
∫ 1

0
f(t) dt = 0, 也即 f ∈ E0, 从而说明 E0 是闭子空间, 故

H0 = E0 ∩H 是 H 的闭子空间. 取 f(t) = 1− t, 显然 f(t) ∈ H, 但是 f(t) /∈ H0, 故 H0 是 H 的真
子空间.
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(b)(i) 对于 ∀f ∈ E, 令 g(t) = f(t)− 2f(1)h(t), 则 g(1) = 0, 故 g ∈ H, 所以 E = span(H,h).
对于 ∀f ∈ E0, 令 g(t) = f(t) − 2f(1)h(t), 则 g(1) = 0,

∫ 1

0
g(t) dt = 0, 即 g ∈ H0, 所以

E0 = span(H0, h).
(ii) 取 gn(t) = sin 2πnt, 则 gn ∈ H0, 由于 h 关于点 (1/2, 0) 对称，故 h 的 Fourier 展开式中只

含有形如 gn 的项, 因此 h ∈ H̄0

14. 仍设 E 为上一习题中的内积空间, 并令 0 < c < 1. 记

F =
{
f ∈ E : f |[0,c] = 0

}
.

(a) 验证 F 是 E 的闭的真向量子空间.
(b) 证明 F ⊕ F⊥ 6= E. 解释所得结果蕴含的意义.
15. (a) 设 E 和 F 是 Hilbert 空间 H 的两个正交向量子空间. 证明 E + F 是闭的当且仅当 E

和 F 都是闭的.
(b) (en)表示 `2中的标准正交基. 设 E是 {e2n : n ≥ 1}的线性扩张的闭包,而 F 是

{
e2n + 1

n
e2n+1 : n ≥ 1

}
的线性扩张的闭包. 证明 E ∩ F = {0} 并且 E + F 在 `2 中不是闭的.

证明: (a) 由 E 与 F 正交知 E + F = E ⊕ F , 即任取 z ∈ E + F , 存在唯一的 x ∈ E 和 y ∈ F ,
使得 z = x+ y.

(⇒) 任取 E 中收敛列 (xn)n≥1, 设 xn → x ∈ E +F , 即 limn→∞ ‖xn − x‖ = 0. 由于 x ∈ E +F ,
故存在 x′ ∈ E, x′′ ∈ F , 使得 x = x′ + x′′, 那么

lim
n→∞

‖xn − x‖2 = lim
n→∞

‖xn − x′ − x′′‖2

= lim
n→∞

‖xn − x′‖2 + ‖x′′‖2 − 2Re〈xn − x′, x′′〉

= lim
n→∞

‖xn − x′‖2 + ‖x′′‖2 = 0.

故必有 x′′ = 0, 从而 x = x′ ∈ E, 因此 E 为闭集. 同理可证 F 为闭集.
(⇐) 任取 E + F 中 Cauchy 序列 (zn)n≥1, 设 zn = xn + yn, 其中 xn ∈ E, yn ∈ F , 则

‖zm − zn‖2 = ‖xm + ym − xn − yn‖2

= ‖xm − xn‖2 + ‖ym − yn‖2 + 2Re〈xm − xn, ym − yn〉

= ‖xm − xn‖2 + ‖ym − yn‖2 → 0 (m,n → ∞).

故 (xn)n≥1 和 (yn)n≥1 分别为 E 和 F 中的 Cauchy 序列, 而 E,F 皆完备, 故设 xn → x ∈ E,
yn → y ∈ F . 令 z = x+ y ∈ E + F , 则当 n → ∞ 时

‖zn − z‖2 = ‖xn + yn − x− y‖2 = ‖xn − x‖2 + ‖yn − y‖2 → 0.
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即 zn → z ∈ E + F , 故 E + F 完备, 从而为闭集.
(b) 任取 x ∈ E ∩ F , 由于 E 是 Hilbert 空间, 且 {e2n : n ≥ 1} 是 E 的一组规范正交基,

故存在唯一的系数列 (xn)n≥1, 使得 x =
∑∞

n=1 xne2n. 类似地, F 为 Hilbert 空间, 且规范化后
的 { n√

n2+1
(e2n + 1

n
e2n+1) : n ≥ 1} 是 F 的一组规范正交基, 故存在唯一的系数列 (yn)n≥1, 使得

x =
∑∞

n=1 yn
n√

n2+1
(e2n + 1

n
e2n+1). 于是对任意 n ≥ 1, 有

xn = yn · n√
n2 + 1

,
yn√
n2 + 1

= 0 =⇒ xn = yn = 0.

故 x = 0, 因此 E ∩F = {0}. 下证 E +F 不是闭集, 取 x(m) =
∑m

n=1 −e2n ∈ E, y(m) =
∑m

n=1(e2n +
1
n
e2n+1) ∈ F , 则

x(m) + y(m) =
m∑

n=1

1

n
e2n+1 ∈ E + F

且

x(m) + y(m) ℓ2−→
∞∑

n=1

1

n
e2n+1.

但
∑∞

n=1
1
n
e2n+1 /∈ E + F , 事实上, 若存在

x =
∞∑

n=1

xne2n ∈ E

和

y =
∞∑

n=1

yn
n√

n2 + 1

(
e2n +

1

n
e2n+1

)
∈ F

使得 x+ y =
∑∞

n=1
1
n
e2n+1, 则

xn +
nyn√
n2 + 1

= 0,
yn√
n2 + 1

=
1

n
=⇒ xn = −1, yn =

√
n2 + 1

n
.

但此时 x =
∑∞

n=1 −e2n /∈ `2, 矛盾.

16. 设 H 是 Hilbert 空间, E 是 H 的非零的闭向量子空间. 设 P 是 H 到 E 的投影 (投影意味
着 P 是 H 上的线性算子且满足 P 2 = P ). 证明以下命题等价:

(a) P = PE .
(b) ‖P‖ = 1.
(c) |〈x, P (x)〉| ≤ ‖x‖2, ∀x ∈ H.

证明: (a) ⇒ (b) 显然.
(b) ⇒ (c) 由 ‖P‖ = 1 知 ‖P (x)‖ ≤ ‖x‖, 故 |〈x, P (x)〉| ≤ ‖x‖ · ‖P (x)‖ ≤ ‖x‖2.
(c) ⇒ (a) 分三步进行
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• ∀y ∈ E,P (y) = y: 任意 y ∈ E, ∃x ∈ H, s.t.P (x) = y, 故 P (y) = P (P (x)) = P (x) = y.
• ∀y ∈ E⊥, P (y) = 0: 根据 P 的线性性知:

P (y + nP (y)) = (n+ 1)P (y).

故结合条件得

|〈y + nP (y), (n+ 1)P (y)〉| ≤ ‖y + nP (y)‖2 = ‖y‖2 + n2‖P (y)‖2.

又
|〈y + nP (y), (n+ 1)P (y)〉| = |〈nP (y), (n+ 1)P (y)〉| = (n2 + n)‖P (y)‖2.

结合两式得
‖P (y)‖2 ≤ 1

n
‖y‖2.

上式对于任意正整数 n 成立, 故只能有 P (y) = 0.
• ∀x ∈ H,P (x) = PE(x): 根据前两步的结果可知

P (x) = P (PE(x)) + P (x− PE(x)) = PE(x).

17. 设 H 是 Hilbert 空间, E 是 H 的向量子空间. 设 F 为赋范空间, u : E → F 是连续线性映
射. 证明 u 有连续的线性延拓 û : H → F , 且 ‖û‖ = ‖u‖.

证明: 假设 F 为 Banach 空间, 由定理 3.2.13 知连续线性映射 u : E → F 可以唯一地扩展为
连续线性映射 ũ : E → F 且 ‖ũ‖ = ‖u‖. 对任意 x ∈ H, 定义

û(x) := ũ (PE(x)) .

若 x ∈ E, 则 û(x) = ũ(x) = u(x), 故 û 为 u 的扩展映射.
û 为连续映射: 对任意 x, y ∈ H 和 λ ∈ K, 由 ũ 和 PE 的线性性得

û(λx+ y) = ũ(PE(λx+ y))

= ũ(λPE(x) + PE(y))

= λũ(PE(x)) + ũ(PE(y))

= λû(x) + û(y).

û 为有界映射: 对任意 x ∈ H, 有

‖û(x)‖ = ‖ũ(PE(x))‖ ≤ ‖ũ‖‖PE‖‖x‖ = ‖u‖‖x‖.

故 ‖ũ‖ ≤ ‖u‖, 又

‖u‖ = sup
x∈E,x ̸=0

‖u(x)‖
‖x‖

≤ sup
x∈H,x ̸=0

‖û(x)‖
‖x‖

= ‖û‖,

所以 ‖û‖ = ‖u‖.
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18. 设 [0, 1] 上赋予 Lebesgue 测度, H = L2(0, 1). 并假设 K ∈ L2([0, 1]× [0, 1]). 我们定义

TK(f)(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy, f ∈ H,x ∈ [0, 1].

(a) 证明 TK(f) 在 [0, 1] 上几乎处处有定义.
(b) 证明 TK ∈ B(H) 且

‖TK‖ ≤ ‖K‖L2([0,1]×[0,1]).

(c) 设 K̃(x, y) = K(y, x), x, y ∈ [0, 1]. 证明 T ∗
K = TK̃ .

(d) 定义
T (f)(x) =

∫ x

0

f(1− y) dy, f ∈ H,x ∈ [0, 1].

证明 T ∈ B(H) 且有 T ∗ = T . 最后给出 T 的非零特征值并证明相应的特征子空间两两正交.

证明: (a) 任意固定 x, 将 K(x, y) 看作关于 y 的一元函数, 由 Cauchy-Schwarz 不等式得:

|〈K, f̄〉|2 =
∣∣∣∣∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy
∣∣∣∣2

≤
∫ 1

0

|K(x, y)|2 dy ·
∫ 1

0

|f(y)|2 dy.

因为 f ∈ L2(0, 1), 所以 ∫ 1

0

|f(y)|2 dy < ∞.

因为 K ∈ L2([0, 1]× [0, 1]), 所以∫ 1

0

∫ 1

0

|K(x, y)|2 dy dx < ∞ ⇒
∫ 1

0

|K(x, y)|2 dy < ∞, a.e.

结合以上三式得 ∣∣∣∣∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy
∣∣∣∣2 < ∞, a.e.

也就证明了 TK(f) 在 [0, 1] 上几乎处处有定义.
(b) 由 (a) 中结论知: ∀f ∈ H, TK(f) ∈ H.
首先, TK 为线性算子. 对于任意 f, g ∈ H 和 λ ∈ K, 有

TK(λf + g) =

∫ 1

0

K(x, y)(λf(y) + g(y)) dy = λTK(f) + TK(g).
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其次, TK 为有界算子. 对于任意 f ∈ H, 有

‖TK(f)‖2 =
∫ 1

0

|TK(f)(x)|2 dx

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy
∣∣∣∣2 dx

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

|K(x, y)|2 dy ·
∫ 1

0

|f(y)|2 dy
)

dx

=

∫ 1

0

|f(y)|2 dy ·
∫ 1

0

∫ 1

0

|K(x, y)|2 dx dy

= ‖f‖2 · ‖K‖2L2([0,1]×[0,1]).

故 TK 为有界算子且 ‖TK‖ ≤ ‖K‖L2([0,1]×[0,1]).
(c) 对于 ∀f, g ∈ H, 有

〈TK̃(f), g〉 =
∫ 1

0

(∫ 1

0

K̃(x, y)f(y) dy
)
g(x) dx

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

K(y, x)f(y) dy
)
g(x) dx

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

K(x, y)f(x) dx
)
g(y) dy

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

K(x, y)g(y)f(x) dx
)

dy

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

K(x, y)g(y)f(x) dy
)

dx

=

∫ 1

0

f(x)

(∫ 1

0

K(x, y)g(y) dy
)

dx

= 〈f, TK(g)〉.

因此由伴随算子的定义知 T ∗
K = TK̃ .

(d) T (f)(x) =
∫ x

0
f(1− y) dy =

∫ 1

1−x
f(y) dy, 取:

K(x, y) =

0, 0 ≤ y ≤ 1− x,

1, 1− x < y ≤ 1.

显然 K(x, y) ∈ L2([0, 1]× [0, 1]), 且

TK(f)(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy =

∫ 1

1−x

f(y) dy = T (f)(x).
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即在此情形下 TK 和 T 是同一个算子, 利用 (b) 中结论知 T ∈ B(H).
由 K(x, y) 的定义知 K̃(x, y) = K(y, x) = K(y, x) = K(x, y), 所以由 (c) 中结论知:

T ∗ = T ∗
K = TK̃ = TK = T.

因为 T ∗ = T , 所以 T 的特征值全部都为实数, 任取两个特征值 λ, µ ∈ R, 任取两个相应的特征向量
f, g ∈ H, 即 T (f) = λf, T (g) = µg, 则:

µ〈f, g〉 = 〈f, µg〉 = 〈f, T (g)〉 = 〈T (f), g〉 = λ〈f, g〉.

从而
(µ− λ)〈f, g〉 = 0.

故 〈f, g〉 = 0, 因此相应的特征子空间两两正交.
下面具体求特征值. 任取非零特征值 λ 及其相应的特征向量 f , 则

T (f)(x) =

∫ 1

1−x

f(y) dy = λf(x), ∀x ∈ [0, 1].

故 f(0) = 0 且 λf(1) =
∫ 1

0
f(y) dy. 将上式求导一次得

f(1− x) = λf ′(x) =⇒ f(x) = λf ′(1− x). (?)

再将上式求导一次得
−f ′(1− x) = λf ′′(x). (??)

结合 (?)(??) 两式即得 ODE
f ′′(x) +

1

λ2
f(x) = 0.

上述常微分方程的解为 f(x) = C1 cos x
λ
+ C2 sin x

λ
. 由 f(0) = 0, 得 f(x) = C2 sin x

λ
, 再由 λf(1) =∫ 1

0
f(x) dx 得

λC2 sin 1

λ
=

∫ 1

0

C2 sin x

λ
dx.

由上式直接解得 sin 1
λ
+ cos 1

λ
= 1, 故 λ = 1

2kπ
(k ∈ Z, k 6= 0) 或 1

π
2 +2kπ

(k ∈ Z).

19. 和上一习题一样, 令 H = L2(0, 1); 并设 (en)n≥1 是 H 中的规范正交集. 证明: (en)n≥1 是
H 上的规范正交基的充分必要条件是

∑
n≥1

∣∣∣∣∫ x

0

en(t) dt
∣∣∣∣2 = x, ∀x ∈ [0, 1].
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证明: (⇒) 取 fx = 1(0,x), 由 Parseval 恒等式得

‖fx‖2L2
=
∑
n≥1

|〈fx, en〉|2, (?)

换个马甲即为

x =
∑
n≥1

∣∣∣∣∫ x

0

en(t) dt
∣∣∣∣2 .

(⇐) 将 (en)n≥1 扩展成为 L2(0, 1) 的规范正交基 (en)n≥1 ∪ (ẽn)n≥1, 则由 Parseval 恒等式得

‖fx‖2L2
=
∑
n≥1

|〈fx, en〉|2 +
∑
n≥1

|〈fx, ẽn〉|2.

而由 (?) 式得
∑

n≥1 |〈fx, ẽn〉|2 = 0, 即对任意的 n ≥ 1, 有

〈fx, ẽn〉 =
∫ x

0

ẽn(t) dt = 0, ∀x ∈ [0, 1].

故 ẽn = 0, ∀n ≥ 1, 从而 (en)n≥1 为 L2(0, 1) 的规范正交基.

20. 设 Ω 是复数域 C 中的开集, 约定 C 上的测度为 R2 上的 Lebesgue 测度, 记为 dλ(z). 令

HΩ = {f ∈ L2(Ω) : f 是 Ω 上的全纯函数}.

对任一点 z ∈ Ω, δz 表示 z 处在 HΩ 上的演化, 即有 δz(f) = f(z), f ∈ HΩ.
(a) 若 B(z, r) = {w ∈ C : |w − z| ≤ r} ⊂ Ω, 证明

f(z) =
1

πr2

∫
B(z,r)

f(w) dλ(w), ∀f ∈ HΩ.

(b) 证明
f ∈ HΩ, z ∈ Ω, d(z,Ωc) > r =⇒ |f(z)| ≤ 1√

πr
‖f‖2.

(c) 证明: 当在 L2(Ω) 上赋予内积运算时, HΩ 是一个可分的 Hilbert 空间.
21. 设 H 是一个 Hilbert 空间, 并设 T ∈ B(H) 且 ‖T‖ ≤ 1. 证明:
(a) T (x) = x 当且仅当 T ∗(x) = x, x ∈ H.
(b) ker(I − T ) = ker(I − T ∗).
(c) H = ker(I − T )⊕ (I − T )(H).
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证明: (a) 由伴随算子的性质知 ‖T ∗‖ = ‖T‖ ≤ 1. 当 T (x) = x 时,

‖T ∗(x)− x‖2 = ‖T ∗(x)‖2 + ‖x‖2 − 2Re〈T ∗, x〉

= ‖T ∗(x)‖2 + ‖x‖2 − 2Re〈x, T (x)〉

= ‖T ∗(x)‖2 + ‖x‖2 − 2Re〈x, x〉

= ‖T ∗(x)‖2 − ‖x‖2

≤ ‖T ∗‖2‖x‖2 − ‖x‖2 ≤ 0,

故 T ∗(x) = x. 同理可证当 T ∗(x) = x 时有 T (x) = x.
(b) x ∈ ker(I − T ) ⇔ x − T (x) = 0 ⇔ x − T ∗(x) = 0 ⇔ x ∈ ker(I − T ∗), 故 ker(I − T ) =

ker(I − T ∗).
(c) 由正交分解定理, 只需证明:

ker(I − T ) = [(I − T )(H)]⊥

先证: (I − T )∗ = I − T ∗. 对于任意 x, y ∈ H, 有

〈(I − T )(x), y〉 = 〈x, y〉 − 〈T (x), y〉 = 〈x, y〉 − 〈x, T ∗(y)〉 = 〈x, (I − T ∗)(y)〉,

故 (I − T )∗ = I − T ∗.
再证: ker(I − T ) = (I − T )(H)⊥. 一方面, 对任意 x ∈ (I − T )(H)⊥ 和 y ∈ H, 有

〈(I − T ∗)(x), y〉 = 〈(I − T )∗(x), y〉 = 〈x, (I − T )(y)〉 = 0.

由 y 的任意性知 x ∈ ker(I − T ∗) = ker(I − T ), 故 (I − T )(H)⊥ ⊂ ker(I − T ). 另一方面, 对任意
x ∈ ker(I − T ) = ker(I − T ∗) 和 (I − T )(y) ∈ (I − T )(H), 有

〈x, (I − T )(y)〉 = 〈(I − T )∗(x), y〉 = 〈(I − T ∗)(x), y〉 = 0,

故 ker(I − T ) ⊂ (I − T )(H)⊥.

22. 设 H 是 Hilbert 空间. 称映射 A ∈ B(H) 为压缩算子, 若 ‖A‖ ≤ 1; 称 A 是正的, 若对任一
x ∈ H, 有 〈A(x), x〉 ≥ 0.

(a) 证明 H 上任意压缩正算子 A 满足

‖x−A(x)‖2 ≤ ‖x‖2 − ‖A(x)‖2, ∀x ∈ H.

(b) 设 T = A1 · · ·Ar 是 H 上 r 个压缩正算子的乘积. 记 N = ker(I − T ), 并且 P 是 N 上的正
交投影. 我们的目的是证明: 在强算子拓扑下, Tn → P , 即有

lim
n→∞

‖Tn(x)− P (x)‖ = 0, ∀x ∈ H. (∗)
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(i) 证明
‖x− T (x)‖2 ≤ r

(
‖x‖2 − ‖T (x)‖2

)
, ∀x ∈ H.

由此导出: 对任意有界序列 (xn) ⊂ H, 有

lim
n→∞

(‖xn‖ − ‖T (xn)‖) = 0 ⇒ lim
n→∞

‖xn − T (xn)‖ = 0.

(ii) 证明 (∗) 式: 先对 x ∈ N 证明, 再对 x ∈ (I − T )(H) 证明.
(iii) 证明

N =
r⋂

j=1

ker(I −Aj).

(c)设 P1, · · · , Pr 分别是 H 的 r 个闭向量子空间 E1, · · · , Er 上的投影算子,并令 T = P1 · · ·Pr.
证明 (Tn)n≥1 在强算子拓扑下收敛到一个投影算子.

证明: (a) 先证明 A 是自伴算子, 即 〈A(x), y〉 = 〈x,A(y)〉, ∀x, y ∈ H. 因

〈A(x+ y), x+ y〉 = 〈A(x), x〉+ 〈A(y), y〉+ 〈A(y), x〉+ 〈A(x), y〉 ∈ R,

故 〈A(y), x〉+ 〈A(x), y〉 ∈ R, 故

〈A(y), x〉+ 〈A(x), y〉 = 〈A(y), x〉+ 〈A(x), y〉 = 〈x,A(y)〉+ 〈y,A(x)〉. (?)

又因
〈A(x− iy), x− iy〉 = 〈A(x), x〉+ 〈A(y), y〉+ i〈A(x), y〉 − i〈A(y), x〉 ∈ R,

故 i〈A(x), y〉 − i〈A(y), x〉 ∈ R, 故

i(〈A(x), y〉 − 〈A(y), x〉) = (−i)(〈y,A(x)〉 − 〈x,A(y)〉),

从而
〈A(x), y〉 − 〈A(y), x〉 = 〈x,A(y)〉 − 〈y,A(x)〉. (??)

结合 (?)(??) 即得 〈A(x), y〉 = 〈x,A(y)〉.
再证明 I −A 是正算子, 从而是自伴算子. 对任意 x ∈ H, 由 Cauchy-Schwarz 不等式有

〈A(x), x〉 ≤ ‖A(x)‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖x‖2 ≤ ‖x‖2 = 〈x, x〉,

即 〈(I −A)(x), x〉 ≥ 0, 故 I −A 是正算子.
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原不等式 ‖x−A(x)‖2 ≤ ‖x‖2 − ‖A(x)‖2 等价于 〈A(x), (I −A)(x)〉 ≥ 0, 故只需证后者即可, 由
I −A 为自伴算子得

〈A(x), (I −A)(x)〉 = 〈(I −A)A(x), x〉

= 〈(I −A)A(x), (I −A)(x) +A(x)〉

= 〈(I −A)A(x), (I −A)(x)〉+ 〈(I −A)A(x), A(x)〉

= 〈A(I −A)(x), (I −A)(x)〉+ 〈(I −A)A(x), A(x)〉

≥ 0.

最后用到了 A 和 I −A 皆为正算子, 证毕.
(b) (i) 利用范数的三角不等式、Cauchy-Schwarz 不等式以及 (a) 中所得不等式得

‖x− T (x)‖2

= ‖x−Ar(x) +Ar(x)−Ar−1Ar(x) + · · ·+A2 · · ·Ar(x)−A1A2 · · ·Ar(x)‖2

≤ (‖x−Ar(x)‖+ ‖Ar(x)−Ar−1Ar(x)‖+ · · ·+ ‖A2 · · ·Ar(x)−A1A2 · · ·Ar(x)‖)2

≤ r
(
‖x−Ar(x)‖2 + ‖Ar(x)−Ar−1Ar(x)‖2 + · · ·+ ‖A2 · · ·Ar(x)−A1A2 · · ·Ar(x)‖2

)
≤ r
(
‖x‖2 − ‖Ar(x)‖2 + ‖Ar(x)‖2 − ‖Ar−1Ar(x)‖2 + · · ·+ ‖A2 · · ·Ar(x)‖2 − ‖T (x)‖2

)
= r
(
‖x‖2 − ‖T (x)‖2

)
.

由
‖xn − T (xn)‖2 ≤ r

(
‖xn‖2 − ‖T (xn)‖2

)
≤ 2r‖xn‖(‖xn‖ − ‖T (xn)‖)

知当 (xn) 为有界序列且 ‖xn‖ − ‖T (xn)‖ → 0 时, 有

lim
n→∞

‖xn − T (xn)‖ = 0.

(ii) 当 x ∈ N 时, T (x) = P (x) = x, 故 ‖Tn(x) − P (x)‖ = ‖x − x‖ = 0; 当 x ∈ (I − T )(H) 且
x 6= 0 时, 必有 ‖T (x)‖ < ‖x‖, 否则 ‖T (x)‖ = ‖x‖, 由 (i) 中结论知 T (x) = x, 则 x ∈ ker(I − T ) ∩
(I − T )(H) = {0}, 矛盾. 因此存在 0 < λ < 1, 使得 ‖T (x)‖ ≤ λ‖x‖, 从而

‖Tn(x)− P (x)‖ = ‖Tn(x)‖ ≤ λn‖x‖ → 0 n → ∞.

对于一般的 x ∈ H, 将其正交分解并利用三角不等式即得 lim
n→∞

‖Tn(x)− P (x)‖ = 0.
(iii) 首先容易验证

r⋂
j=1

ker(I −Aj) ⊂ N.
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下证反向包含关系, 任取 x ∈ N , 则 T (x) = A1A2 · · ·Ar(x) = x, 故

‖x‖ = ‖A1A2 · · ·Ar(x)‖ ≤ ‖Ar(x)‖ ≤ ‖x‖,

由上式知 ‖Ar(x)‖ = ‖x‖,结合 (a)中结论得 Ar(x) = x,依此下来可推得 Ai(x) = x, i = r−1, · · · , 1.
从而

x ∈
r⋂

i=1

ker(I −Aj).

由此便证明了

N =
r⋃

j=1

ker(I −Aj).

注 从 (a)可以得到一个结论: 正算子必为自伴算子. 事实上,我们也可以用极化恒等式证明此结
论, 但这里所说的极化恒等式是广义的极化恒等式, 设 H 为 C 上的向量空间, 映射 S : H ×H → C,
(x, y) → S(x, y) 关于第一个变量是线性的, 关于第二个变量是共轭线性的, 则我们有极化恒等式

4S(x, y) =
3∑

k=0

ikS(x+ iky, x+ iky).

证明很容易, 将上式右侧展开验证即可. 特别地, 取 S 为内积, 则得到经典的极化恒等式

4〈x, y〉 =
3∑

k=0

ik‖x+ iky‖2.

如果假设 S 关于第一个变量是共轭线性的而关于第二个变量是线性的, 则也有相应的极化恒等式

4S(x, y) =
3∑

k=0

(−i)kS(x+ iky, x+ iky).

在本问题中, 定义 S(x, y) = 〈A(x), y〉 和 T (x, y) = 〈x,A(y)〉, 则 S 和 T 都关于第一个变量为
线性且关于第二个变量为共轭线性, 由极化恒等式得

4S(x, y) =
3∑

k=0

ikS(x+ iky, x+ iky),

4T (x, y) =
3∑

k=0

ikT (x+ iky, x+ iky).

即

4〈A(x), y〉 =
3∑

k=0

ik〈A(x+ iky), x+ iky〉,

4〈x,A(y)〉 =
3∑

k=0

ik〈x+ iky,A(x+ iky)〉.

结合 A 为正算子即得 〈A(x), y〉 = 〈x,A(y)〉.
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章

连续函数空间

1. 对任意 x ∈ [0, 1], 设 fn(x) = xn. 在 [0, 1] 上的哪些点处, (fn)n≥1 等度连续?

解: 因为 (fn)n≥1 在区间 [0, 1) 上一致收敛到常值函数 f ≡ 0, 所以 (fn)n≥1 在 [0, 1) 上等度连
续, 并且容易看出 (fn)n≥1 在 x = 1 处不是等度连续的.

2. 设 K 是度量空间, E 是赋范空间, (fn)n≥1 是一列从 K 到 E 的连续函数. 证明若 (fn)n≥1 在
一个点 x 处等度连续, 则对任一收敛到 x 的点列 (xn)n≥1, 都有 (fn(x)− fn(xn))n≥1 收敛到 0. 进而
证明如果 (fn(x))n≥1 在 E 中收敛到 y, 那么对任一收敛到 x 的点列 (xn)n≥1, (fn(xn))n≥1 也收敛到
y.
取 fn(x) = sin(nx). 证明 (fn)n≥1 在 R 上每一点都不等度连续.

证明: (1) 若 (fn)n≥1 在点 x 处等度连续, 则对 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 使得当 d(x, y) < δ 时, 对
∀n ∈ N∗, ‖fn(x) − fn(y)‖ < ε. 且对任意收敛到 x 的点列 (xn)n≥1, 存在正整数 N , 当 n > N 时,
d(xn, x) < δ, 故此时对任意正整数 k, ‖fk(x)− fk(xn)‖ < ε. 取 k = n, 得 ‖fn(x)− fn(xn)‖ < ε.

综上, 对 ∀ε > 0, 存在正整数 N , 当 n > N 时, ‖fn(x) − fn(xn)‖ < ε, 这就是说 (fn(x) −
fn(xn))n≥1 收敛到 0.

(2)由于 (fn(x))n≥1 在 E 中收敛到 y,故对 ε > 0,存在 N1 ∈ N∗,当 n > N1 时, ‖fn(x)−y‖ < ε
2
,

又根据 (1), 设 (xn)n≥1 收敛于 x, 则存在 N2 ∈ N∗, 使得 n > N2 时, ‖fn(x) − fn(xn)‖ < ε
2
. 取

N = max {N1, N2}, 当 n > N 时,

‖fn(xn)− y‖ ≤ ‖fn(xn)− fn(x)‖+ ‖fn(x)− y‖ ≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

故 fn(xn)n≥1 也收敛到 y.
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(3) 若 x = kπ, k ∈ Z, 则取 xn = kπ + 1
n

, 注意到 fn(kπ) = sin(nkπ) = 0, 故 lim
n→∞

fn(kπ) = 0,
而

fn(xn) = sin(n(kπ +
1

n
))

= sin(nkπ + 1)

= sin(nkπ) cos 1 + cos(nkπ) sin 1

= cos(nkπ) sin 1.

从而 |fn(xn)| = sin 1 对任意正整数 n 都成立, 因此 fn(xn) 在 n 趋于 ∞ 时极限不可能为 0. 由 (2)
知 (fn)n≥1 在 x = kπ 处不等度连续.

若 x 6= kπ, k ∈ Z, 取 xn = x+ π
n

, 从而

‖fn(x)− fn(xn)‖ = | sin(nx)− sin(nx+ π)|

= | sin(nx)− sin(nx) cosπ − cos(nx) sinπ|

= 2| sinnx|.

下面我们说明当 x 6= kπ 时, lim
n→∞

sinnx 不存在. 事实上, 设 x 6= kπ, k ∈ Z, 若 lim
n→∞

sinnx 存在,
那么

lim
n→∞

(sin((n+ 1)x)− sin((n− 1)x)) = 0.

由和差化积, 我们知道 sin((n+ 1)x)− sin((n− 1)x) = 2 sinx cosnx, 从而

lim
n→∞

cosnx = 0.

接着注意到 cos((n+ 1)x) = cosnx cosx− sinnx sinx, 故

lim
n→∞

sinnx = 0,

而这与 sin2 nx+ cos2 nx = 1 矛盾! 从而 lim
n→∞

sinnx 不存在.
因此当 n 趋近于 ∞ 时, ‖fn(x)− fn(xn)‖ 极限不存在, 由 (1) 知 (fn)n≥1 在 x 6= kπ 处不等度连

续.
综上, (fn)n≥1 在 R 上每一点都不等度连续.

3. 设 K 是拓扑空间, (E, d) 是度量空间. 证明: 若 (fn) 在 C(K,E) 中依一致范数收敛, 则 (fn)

等度连续.

证明: 设 (fn)n≥1 一致收敛到 f , 容易验证 f ∈ C(K,E), 则对 ∀ε > 0, 存在 N > 0, 使得当
n > N 时, supx∈K d(fn(x), f(x)) < ε/3, 任取 x ∈ K, 因为 f ∈ C(K,E), 所以存在 V ∈ N (x), 使得
当 y ∈ V 时, d(f(y), f(x)) < ε/3.
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因此对于上述的 ε,N , 当 n > N 且 y ∈ V 时, 有

d(fn(y), fn(x)) ≤ d(fn(y), f(y)) + d(f(y), f(x)) + d(f(x), fn(x)) < ε.

从而集合 (fn)n>N 是等度连续的,而增加有限个元素不改变等度连续性,因此 (fn)n≥1 等度连续.

4. 设 K 是拓扑空间, (E, d) 是度量空间, (fn) 是 C(K,E) 上等度连续序列. 证明所有使得
(fn(x)) 是 Cauchy 序列的点 x 构成的集合是 K 中的闭子集.

证明: 记所有使得 (fn(x)) 是 Cauchy 序列的点 x 构成的集合为 B, 要证明 B 为闭集, 只需证
明其任意收敛序列的极限点仍在其中设 (xk)k≥1 是 B 中任意一个收敛的序列, 且 xk → x.
因为 fn ∈ C(K,E), 所以 ∀ε > 0, ∃K, ∀k > K, d(fn(xk), fn(x)) < ε

又 xk ∈ B, 所以 (fn(xk))n≥1 是 Cauchy 序列, 故对于上述 ε > 0, ∃N, ∀m,n > N , 有

d(fn(xk), fm(xk)) < ε

从而
d(fn(x), fm(x)) ≤ d(fn(x), fn(xk)) + d(fn(xk), fm(xk)) + d(fm(xk), fm(x)) < 3ε

这说明 (fn(x))n≥1 是 Cauchy 序列, 故 x ∈ B, 所以 B 是闭集.

5. 考虑函数序列 (fn), 这里 fn(t) = sin
(√

t+ 4(nπ)2
)

, t ∈ [0,∞).
(a) 证明 (fn) 等度连续并且逐点收敛到 0 函数.
(b) Cb([0,∞),R) 表示 [0,∞) 上所有有界连续实函数构成的空间, 并赋予范数

‖f‖∞ = sup
t≥0

|f(t)|.

(fn) 在 Cb([0,∞),R) 中是否相对紧?

证明: (a) 任意取定 t0 ≥ 0, 对于 ∀ε > 0, 取 δ = 4πε, 则当 t ∈ B(t0, δ) ∩ [0,+∞) 时, 对于任意
的 fn 有

|fn(t)− fn(t0)| =
∣∣∣sin(√t+ 4(nπ)2)− sin(

√
t0 + 4(nπ)2)

∣∣∣
≤ |
√
t+ 4(nπ)2 −

√
t0 + 4(nπ)2|

=
|t− t0|√

t+ 4(nπ)2 +
√

t0 + 4(nπ)2

≤ |t− t0|
4π

< ε.
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因此 (fn) 等度连续. 对任意的 t ∈ [0,∞), 因为

lim
n→∞

| sin(
√

t+ 4(nπ)2)− 0| = lim
n→∞

| sin(
√
t+ 4(nπ)2)− sin(2nπ)|

≤ lim
n→∞

t√
t+ 4(nπ)2 + 2nπ

≤ lim
n→∞

t

4nπ
= 0.

故 (fn) 逐点收敛到 0 函数.
(b) 注意到依范数 ‖ · ‖∞ 下的收敛即为在 [0,∞) 下的一致收敛, 假设 (fn) 有依范数 ‖ · ‖∞ 收敛

的子列, 则由 (a) 知该子列必一致收敛于 0 函数, 然而对于 ∀n,

‖fn‖∞ = sup
t≥0

| sin(
√
t+ 4(nπ)2)| = 1.

故 (fn) 不存在依范数 ‖ · ‖∞ 收敛的子列, 因此 (fn) 不是相对紧的.

10. 设 (K, d) 是紧度量空间. 证明所有从 K 到 R 的 Lipschitz 函数构成的集合在 (C(K,R), ‖ ·
‖∞) 中稠密.

证明: 记所有从 K 到 R 的 Lipschitz 函数构成的集合为 A.
• A 是 C(K,R) 的子代数: 容易验证 A 中元素关于加法和数乘封闭, 下面说明关于乘法封闭,
任意 f, g ∈ A, 存在 λ1 > 0, λ2 > 0 使得对任意 x, y ∈ K, 有

|f(x)− f(y)| ≤ λ1d(x, y).

|g(x)− g(y)| ≤ λ2d(x, y).

又因为 K 为紧集, 故存在 M1,M2, 使得对于任意 x ∈ K, 有 |f(x)| ≤ M1, |g(x)| ≤ M2, 故

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)|

≤ |f(x)g(x)− f(x)g(y)|+ |f(x)g(y)− f(y)g(y)|

≤ M1λ2d(x, y) +M2λ1d(x, y)

= (M1λ2 +M2λ1)d(x, y).

从而 A 中元素关于乘法封闭.
• 常值函数 1 ∈ A.
• 任意取定 y ∈ K, 取 f(x) = d(x, y) ∈ A, 则当 x 6= y 时, f(x) 6= f(y).

由 Stone-Weierstrass 定理知 A 在 C(K,R) 中稠密.
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11. 设 K1 和 K2 都是紧 Hausdorff 空间. 对 f ∈ C(K1,C), g ∈ C(K2,C) 定义

f ⊗ g(x1, x2) = f(x1)g(x2), ∀(x1, x2) ∈ K1 ×K2.

并定义集合

A =

{∑
有限和

aifi ⊗ gi : ai ∈ C, fi ∈ C(K1,C), gi ∈ C(K2,C)
}
.

证明 A 在 C(K1 ×K2,C) 中稠密.

证明:
(i) K1 ×K2 是紧的 Hausdorff 空间
(ii) A 是 C(K1 ×K2,C) 的子代数: 容易验证 A 是向量子空间, 下证 A 关于乘法封闭:
任意 `1, `2 ∈ A, 记 `1 =

∑
i∈I aif1i ⊗ g1i, `2 =

∑
j∈J bjf2j ⊗ g2j , 其中 I, J 都为有限指标

集, 对任意 (x1, x2) ∈ K1 ×K2, 有

`1(x1, x2) · `2(x1, x2) =

(∑
i∈I

aif1i(x1)g1i(x2)

)(∑
j∈J

bjf2j(x1)g2j(x2)

)
=
∑
i∈I

∑
j∈J

aibj(f1if2j)(x1) · (g1ig2j)(x2)

=
∑
i∈I

∑
j∈J

aibj ((f1if2j)⊗ (g1ig2j)) (x1, x2)

因此
`1 · `2 =

∑
i∈I

∑
j∈J

aibj ((f1if2j)⊗ (g1ig2j))

上式仍为有限和, 结合 C(K1,C), C(K2,C) 都为代数知 A 关于乘法封闭
(iii) 常值函数 1 ∈ A
(iv) 可分点: 设 x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ K1 × K2 且 x 6= y, 不妨设 x1 6= y1, 因为 K1

是紧 Hausdorff 空间, 所以由 Urysohn 引理知存在 f ∈ C(K1, [0, 1]) ⊂ C(K1,C) 使得
f(x1) = 0, f(y1) = 1, 令 g(x) ≡ 1(∀x ∈ K2), 则

f ⊗ g(x) = f ⊗ g(x1, x2) = 0

f ⊗ g(y) = f ⊗ g(y1, y2) = 1

因此 A 是可分点的
(v) A 是自伴的

综上知 A 在 C(K1 ×K2,R) 中稠密.
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12. [0, 1] 上所有的偶多项式构成的集合 Q 是否在 C([0, 1],R) 上稠密? [−1, 1] 上所有的偶多项
式构成的集合 R 是否在 C([−1, 1],R) 上稠密?

解: Q 在 C([0, 1],R) 中稠密, 理由:
(i) Q 是子代数.
(ii) 1 ∈ Q.
(iii) ∀x, y ∈ [0, 1], 取 f(x) = x2, 则 f(x) 6= f(y).

但是 R 在 C([−1, 1],R) 中不稠密, 因为 [−1, 1] 中的任意一个非零点和其相反数不可分.

13. 本习题的目的是证明 Bernstein 定理: 令 f ∈ C([0, 1],K), 并设

Bn(f)(x) =
n∑

k=0

Ck
nf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k.

则 Bn 在 [0, 1] 上一致收敛到 f .
(a) 首先导出对任一正整数 n, 有公式

n∑
k=0

Ck
nkx

k(1− x)n−k = nx 和
n∑

k=0

Ck
nk

2xk(1− x)n−k = nx+ n(n− 1)x.

并由此证明
n∑

k=0

Ck
n(k − nx)2xk(1− x)n−k = nx(1− x).

(b) 对任意 ε > 0, 选择适当的 δ > 0, 使得

x, y ∈ [0, 1], |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

对任意固定的 x ∈ [0, 1], 令 I = {k : |x− k
n
| < δ} 及 J = {k : |x− k

n
| > δ}. 证明

|f(x)−Bn(f)(x)| < ε
∑
k∈I

Ck
nx

k(1− x)n−k

+
2‖f‖∞
δ2

∑
k∈J

Ck
n

(
x− k

n

)2

xk(1− x)n−k.

从而导出

|f(x)−Bn(f)(x)| < ε+
2‖f‖∞

δ

x(1− x)

n
.

(c) 得出结论
lim
n→∞

‖f −Bn(f)‖∞ = 0.
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证明: (a) 引入二项分布 X ∼ B(n, x), 则:
n∑

k=0

Ck
nkx

k(1− x)n−k = E(X) = nx.

n∑
k=0

Ck
nk

2xk(1− x)n−k = E(X2) = Var(X) + E2(X) = nx+ n(n− 1)x2.

故
n∑

k=0

Ck
n(k − nx)2xk(1− x)n−k = nx+ n(n− 1)x2 − 2nx · nx+ n2x2 = nx(1− x).

(b)

|f(x)−Bn(f)(x)| =

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=0

Ck
nf

(
k

n

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

Ck
n

(
f(x)− f

(
k

n

))
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=0

Ck
n

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣xk(1− x)n−k

< ε
∑
k∈I

Ck
nx

k(1− x)n−k +
∑
k∈J

Ck
n

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣xk(1− x)n−k

≤ ε
∑
k∈I

Ck
nx

k(1− x)n−k +
2‖f‖∞
δ2

∑
k∈J

Ck
n

(
x− k

n

)2

xk(1− x)n−k

由 (a) 知
∑n

k=0 C
k
n(x− k/n)2xk(1− x)n−k = x(1− x)/n, 故

|f(x)−Bn(f)(x)| < ε+
2‖f‖∞
δ2

x(1− x)

n
.

(c) 由 (b) 中所得不等式知:

lim
n→∞

‖f −Bn(f)‖∞ = lim
n→∞

sup
0≤x≤1

|f(x)−Bn(f)(x)|

≤ lim
n→∞

sup
0≤x≤1

(
ε+

2‖f‖∞
δ2

x(1− x)

n

)
= ε.

由 ε 的任意性知
lim
n→∞

‖f −Bn(f)‖∞ = 0.
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17. 对任意 a ∈ R, 相应的平移变换 τa(f)(x) = f(x− a). 证明对任意 f ∈ Lp
2π, 0 < p < ∞, 有

lim
a→0

‖τa(f)− f‖p = 0.

证明: 因为 C2π 在 Lp
2π 中稠密, 所以存在函数序列 (fn) ⊂ C2π, 使得

‖f − fn‖p → 0(n → ∞).

不妨设 p ≥ 1 (0 < p < 1 的情形同理可证), 由 Minkowski 不等式得

‖τa(f)− f‖p ≤ ‖τa(f)− τa(fn)‖p + ‖τa(fn)− fn‖p + ‖fn − f‖p.

由 fn 是一致连续函数且 τa 是连续变换不难知:

lim
a→0

‖τa(f)− f‖p = 0.

18. (...)

证明: (a) (i) 由于
N−1∑
n=0

sin
(
n+

1

2

)
t =

(
sin Nt

2

)2/
sin t

2
,

所以

FN (t) =
1

N

N−1∑
n=0

Dn =
1

N

N−1∑
n=0

sin(n+ 1
2
)t

sin t
2

=
1

N

(sin Nt
2

sin t
2

)2

.

(ii) 由于

FN (t) =
1

N

N−1∑
n=0

n∑
k=−n

eikx.

故

1

2π

∫ 2π

0

FN (t) dt = 1

2π

∫ 2π

0

1

N

N−1∑
n=0

n∑
k=−n

eikt dt

=
1

N

N−1∑
n=0

n∑
k=−n

[
1

2π

∫ 2π

0

eikt dt
]
.

当 k 6= 0 时,
∫ 2π

0
eikt dt = 0; 当 k = 0 时,

∫ 2π

0
eikt dt = 2π, 故

1

2π

∫ 2π

0

FN (t) dt = 1

N

N−1∑
n=0

1 = 1.
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(iii) 当 δ ≤ |t| ≤ π 时, 1
sin2(t/2)

≤ 1
sin2(δ/2)

, 因此

FN (t) ≤ 1

N

1

sin2(δ/2)
, δ ≤ |t| ≤ π.

显然当 N → ∞ 时, FN (t) 一致收敛于 0, 于是

lim
N→∞

∫
δ≤|t|≤π

FN (t) dt = 0.



第
6
章

Baire 定理及其应用

1. (a) 证明: R \ Q 是 R 上的 Gδ 集. 并导出 Q 不是 Gδ 集, 且不存在函数 f : R → R 使得
Cont f = Q.

(b) 定义函数 f : R → R: 当 x ∈ R \ Q 时, 令 f(x) = 0; f(0) = 1; 若 x 是非零的有理数 p
q
, 这

里 p
q
是 x 的不可约形式, p ∈ Z, q ∈ N, 令 f(x) = 1

q
. 证明: Cont f = R \Q.

(c) 设 f = 1Q. 证明: f 不是第一纲的 (即不是任一函数列的极限函数), 但是存在一列第一纲的
函数逐点收敛到 f .

证明:
(a) 记 Q = {rk}∞k=1, 对于每一个 k, 令

Uk = R \ {rk} = (−∞, rk) ∪ (rk,+∞).

显然 Uk 是开集并且
∞⋂
k=1

Uk = R \Q.

因此 R \Q 是 R 上的 Gδ 集. 假设 Q 也是 Gδ 集, 则存在一列开集 {Vk}∞k=1, 使得

Q =
∞⋂
k=1

Vk.

每个 Vk 包含 Q, 故必在 R 中稠密, 由 Baire 定理可知集合( ∞⋂
k=1

Uk

)⋂( ∞⋂
k=1

Vk

)
在 R 中稠密, 然而 ( ∞⋂

k=1

Uk

)⋂( ∞⋂
k=1

Vk

)
= (R \Q) ∩Q = ∅.
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矛盾, 从而假设不成立, 说明 Q 不是 Gδ 集, 由于任一映射的连续点集都是 Gδ 集, 所以不
存在函数 f : R → R 使得 Cont(f) = Q.

(b) 容易验证该函数是周期为 1 的函数, 因此只需要考虑该函数在区间 [0, 1] 上的情况:
首先, f 在无理数点处连续: 任意取定 x0 ∈ R \ Q, 有 f(x0) = 0. 对于 ∀ε > 0, 在 [0, 1]

上至多只有有限个 p
q
使得 f(p

q
) = 1

q
≥ ε, 取 δ > 0, 使得 U(x0, δ) 不包含上述有限个有理

数 (这样的 δ 显然是可以取到的), 则当 x ∈ U(x0, δ) 时,

|f(x)− f(x0)| = |f(x)| < ε.

其次, f 在有理数点处不连续: 同理可证.
因此 Cont f = R \Q.

(c) 见 Hirsch-Lacombe [3, Page 65].
假设 f = 1Q 是第一纲的, 则由定理 6.1.7 知 Cont f 是 R 中稠密的 Gδ 集, 但是 f 在任
意点处都不连续, 从而矛盾, 故 f = 1Q 不是第一纲的. 取

fm(x) = lim
n→+∞

cos(m!πx)2n.

由定义知 (fm)m≥1 是一列第一纲的函数, 下面我们证明 (fm)m≥1 逐点收敛到 f :
• 若 x ∈ Q, 则可表示为 x = p

q
, 当 m ≥ q 时, m!πx = kπ ⇒ fm(x) = limn→∞ 1 =

1 = 1Q(x).
• 若 x ∈ R \Q, 必有 cos(m!πx) ∈ (−1, 1) ⇒ fm(x) = 0 = 1Q(x).

综上知 limm→∞ fm = 1Q.

2. 证明局部紧的 Hausdorff 空间是 Baire 空间.

证明: 设 X 是局部紧的 Hausdorff 空间, 我们来证明 X 是 Baire 空间:
已有定理: 局部紧的 Hausdorff 空间中每一点都有一个紧邻域基.
设 {Un}n≥1是一列在X 中稠密的开子集,且D =

⋂
n≥1 Un,设 U 是任一非空开集,需证D∩U 6=

∅. 因为 U ∩ U1 是非空开集, 所以存在非空开集 V1, 使得 V̄1 紧且

V̄1 ⊂ U ∩ U1.

因为 V1 ∩ U2 是非空开集, 所以存在非空开集 V2, 使得 V̄2 紧且

V̄2 ⊂ V1 ∩ U2 ⊂ U ∩ U1 ∩ U2.

因为 Vn−1 ∩ Un 是非空开集, 所以存在非空开集 Vn, 使得 V̄n 紧且

V̄n ⊂ Vn−1 ∩ Un ⊂ U ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un
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依此可以得到一列开集 {Vn} 使得 {V̄n} 是单调递减的紧集列, 故⋂
n≥1

V̄n 6= ∅

所以

D ∩ U =

(⋂
n≥1

Un

)
∩ U 6= ∅

这就说明了 D 在 X 中稠密, 因此 X 是 Baire 空间.

3. (a) 设 f : R → R 是可微函数. 证明: Cont f ′ 是 R 上稠密的 Gδ 集.
(b) 设 f : R2 → R 连续且在 R2 上存在偏导数 ∂f

∂x
和 ∂f

∂y
. 证明: f 的可微点包含 R2 中一个稠密

的 Gδ 集.

证明: (a) 记

gn(x) = n

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]
.

则 (gn)n≥1 是 R 上的连续函数序列且对于任意 x ∈ R, 有

lim
n→∞

gn(x) = f ′(x).

由定理 6.1.7 知 Cont f ′ 是 R 中稠密的 Gδ 集.
(b) 因为

∂f(x, y)

∂x
= lim

n→∞
n

[
f

(
x+

1

n
, y

)
− f(x, y)

]
∆
= lim

n→∞
Fn(x, y).

且 Fn(x, y) ∈ C(R2), 所以 ∂f(x,y)
∂x

的连续点集是稠密的 Gδ 集, 记为 Gx; 同理 ∂f(x,y)
∂y

的连续点集也
是稠密的 Gδ 集, 记为 Gy. 令 G = Gx ∩Gy, 则 G 也是稠密的 Gδ 集, 并且 f 在 G 上可微.

4. 证明: 完备度量空间中的任何一个可数子集至少含有一个孤立点.

证明: Suppose that (X, d) is a complete metric space. Without loss of generality, we may
assume that X is countable, i.e., X = {xn}n≥1.

To prove that X has at least one isolated point, we proceed by contradiction. Suppose that X

has no isolated point. Let On = X \ {xn}. On the one hand, On is open since {xn} is closed. On
the other hand, On is dense in X since {xn} is not an isolated point. By Baire’s theorem we have⋂∞

n=1 On is dense in X. However,
∞⋂

n=1

On =
∞⋂

n=1

X \ {xn} = ∅,

which is a contradiction.
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5. (...)

证明:
(a) For any f ∈ B, by the definition of B we know that f is differentiable at at least one

point x ∈ [0, 1] and thus

lim
y→x

∣∣∣∣f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ = |f ′(x)|.

Hence there exists some δ > 0 such that∣∣∣∣f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ ≤ |f ′(x)|+ 1

when |y − x| < δ. Let M := maxx∈[0,1] |f | and choose n large enough such that

n > max
(
|f ′(x)|+ 1,

2M

δ

)
.

Then |f(y)− f(x)| ≤ n|y − x| for all y ∈ [0, 1], so f ∈ Fn.
(b) Assume that (fk)k≥1 is a sequence in Fn and fk → f . We need to prove that f ∈ Fn.

For any fk, there exists some xk ∈ [0, 1] such that fk satisfies the n-Lipschitz condition
at xk. By Bolzano-Weierstrass theorem, we may assume that xk → x (upon extracting
a subsequence) and next we show that f satisfies the n-Lipschitz condition at x. Indeed,
for any y ∈ [0, 1], we obtain by the triangle inequality

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fk(x)|+ |fk(x)− fk(xk)|+ |fk(xk)− fk(y)|+ |fk(y)− f(y)|

≤ 2‖f − fk‖∞ + n|x− xk|+ n|y − xk|.

Letting k → ∞, we have

|f(x)− f(y)| ≤ n|x− y| ∀y ∈ [0, 1].

(c) (i) This can be guaranteed by the Bernstein theorem (see Exercise 14 in Chapter 5).
(ii) Since h = P + g, we have

‖f − h‖∞ ≤ ‖f − P‖∞ + ‖g‖∞ ≤ r

2
+

r

4
< r.

Hence h ∈ B(f, r). Now we prove that h /∈ Fn. Suppose by contradiction that
h ∈ Fn, then there exists some x0 ∈ [0, 1] such that |h(x0)− h(y)| ≤ n|x0 − y| for all
y ∈ [0, 1], i.e.,

|P (x0)− P (y) + g(x0)− g(y)| ≤ n|x0 − y| ∀y ∈ [0, 1].
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So ∣∣∣∣g(x0)− g(y)

x0 − y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣P (x0)− P (y)

x0 − y

∣∣∣∣+ n

for all y ∈ [0, 1]. Let y → x0+, we obtain that

lim
y→x0+

∣∣∣∣g(x0)− g(y)

x0 − y

∣∣∣∣ ≤ M + n

since M = ‖P ′‖∞. However, by the definition of g, we have

lim
y→x0+

∣∣∣∣g(x0)− g(y)

x0 − y

∣∣∣∣ = r/4

1/2N
=

rN

2
> M + n+ 1,

a contradiction.
(iii) From (i)–(ii) we know that Fn has empty interior.

(d) Since B = E \A ⊂
⋃

n≥1 Fn, we obtain

A ⊃
⋂
n≥1

F c
n,

the right-hand side of which is a dense Gδ set according to Baire’s theorem.

6. 设 E 和 F 都是 Banach 空间, (un) 是 B(E,F ) 的序列. 证明下列命题等价:
(a) (un(x)) 在每个 x ∈ E 处收敛.
(b) A ⊂ E 且 span(A) 在 E 中稠密, (un(a)) 在每个 a ∈ A 处收敛, 且 (un) 有界.

证明: (a) ⇒ (b) 是显然的, 下证 (b) ⇒ (a), 即证 ∀x ∈ E \A, (un(x)) 收敛: 因为 (un(a)) 在每
个 a ∈ A 处收敛, 所以 (un(a)) 在每个 a ∈ span(A) 处收敛, 因为 span(A) 在 E 中稠密, 所以存在
(xm)m≥1 ⊂ span(A), 使得 xm → x(m → ∞), 显然 (xm)m≥1 是 E 中的 Cauchy 序列.

lim
n→∞

un(x) = lim
n→∞

un

(
lim

m→∞
xm

)
= lim

n→∞
lim

m→∞
un(xm)

= lim
m→∞

lim
n→∞

un(xm)

= lim
m→∞

ym

下面我们只需要证明 limm→∞ ym存在,结合 F 是 Banach空间可知只需要证明 (ym)是 F 中 Cauchy
序列即可, 而这个结论通过下式即得:

‖ym − yk‖ = | lim
n→∞

un(xm)− lim
n→∞

un(xk)|

= | lim
n→∞

un(xm − xk)|

≤ lim inf
n→∞

‖un‖ · ‖xm − xk‖ (注意(xm)m≥1是Cauchy序列)
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7. (...)

证明:
(a) Since f is Lipschitz function, there exists some positive constant C > 0 such that

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| for all x, y ∈ [0, 1] and thus∣∣∣∣un(f)

n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

f(t) dt− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

f(t) dt− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣
≤ 1

n

n∑
k=1

∣∣∣∣f(ξk)− f

(
k

n

)∣∣∣∣ for some ξk ∈
(
k − 1

n
,
k

n

)

≤ 1

n

n∑
k=1

C

∣∣∣∣ξk − k

n

∣∣∣∣
≤ 1

n

n∑
k=1

C · 1
n
=

C

n
,

Therefore
un(f)

n
= O

(
1

n

)
as n → ∞.

(b) Note here we should regard n as a fixed integer. One the one hand,

|un(f)| =

∣∣∣∣∣n
∫ 1

0

f(t) dt−
n∑

k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣
≤ n

∫ 1

0

|f(t)| dt+
n∑

k=1

∣∣∣∣f (k

n

)∣∣∣∣
≤ n‖f‖∞ + n‖f‖∞ = 2n‖f‖∞.

On the other hand, construct a sequence of functions (fm) as follows:

fm =

−mx+ km
n

− 1, for k
n
− 2

m
≤ x ≤ k

n
, 1 ≤ k ≤ n

mx− km
n

− 1, for k
n
≤ x ≤ k

n
+ 2

m
, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Then fm ∈ E, ‖fm‖∞ = 1 and fm(x) = −1 at x = k
n

for 1 ≤ k ≤ n. By the construction
of fm we obtain that

|un(fm)| =

∣∣∣∣∣n
∫ 1

0

fm(t) dt−
n∑

k=1

fm

(
k

n

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2n− 2n(2n− 1)

m

∣∣∣∣→ 2n,

as m → ∞.
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(c) Since E is a Banach space and supn≥1 ‖un‖ = ∞, we have by Theorem 6.2.4 that

G =
{
f ∈ E : sup

n≥1
|un(f)| = +∞

}
is a dense Gδ set in C([0, 1]).

8. 设 E 是 (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) 的闭向量子空间, 并假设 E 中的元素都是 Lipschitz 函数.
(a) 设 x, y ∈ [0, 1] 且 x 6= y, 定义泛函 Φx,y : E → R 为

Φx,y(f) =
f(y)− f(x)

y − x
.

证明: {Φx,y | x, y ∈ [0, 1], x 6= y} 是 E∗ 中的有界集.
(b) 导出 E 中闭单位球在 [0, 1] 上等度连续, 且 dimE < ∞.

证明: (a) 因为完备度量空间的闭子空间完备, 所以 E 是 Banach 空间, 容易验证 {Φx,y} ⊂ E∗,
又因为对任意 f ∈ E, 有

sup
x,y∈[0,1],x ̸=y

|Φx,y(f)| = sup
x,y∈[0,1],x ̸=y

∣∣∣∣f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ ≤ C.

这里的 C 是函数 f 的 Lipschitz 常数, 故由 Banach-Steinhaus 定理知

sup
x,y∈[0,1],x ̸=y

‖Φx,y‖ < ∞.

也即 {Φx,y | x, y ∈ [0, 1], x 6= y} 是 E∗ 中的有界集.
(b) 记 E 中的闭单位球为 BE , 则由 (a) 中结论知

sup
x,y∈[0,1],x ̸=y

sup
f∈BE

‖Φx,y(f)‖ < ∞.

即

sup
x,y∈[0,1],x ̸=y

sup
f∈BE

∣∣∣∣f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ < ∞.

这说明 BE 在 [0, 1] 上一致等度连续, 故必然等度连续. 又对任意 x ∈ [0, 1], BE 的轨道

BE(x) = {f(x) : f ∈ BE} = {f(x) : max
0≤x≤1

|f(x)| = 1}

有界, 故由 Ascoli 定理知 BE 在 E 中相对紧, 从而紧, 根据 Riesz 引理知 dimE < ∞.

9. Assume E is Banach space and u, v ∈ B(E). Prove that if u(E) ⊂ v(E), then there exists
some constant k ≥ 0 such that for all x ∈ E, there exists y ∈ E such that ‖y‖ ≤ k‖x‖ and
u(x) = v(y).
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证明: The space
X = {(y, z) ∈ E × E : u(y) = v(z)}

is again a Banach space as a closed (by the continuity of u and v) subspace of E×E endowed, e.g.,
with the norm ‖(y, z)‖ = max{‖y‖, ‖z‖} (in category theory, X is called a pullback of u and v). The
assumption implies that the first projection

π : X → E, (y, z) 7→ y

is surjective and hence open. By the open mapping theorem, there is a constant k ≥ 0 such that,
for every x ∈ E, there is (y, z) ∈ X with ‖(y, z)‖ ≤ k‖x‖ and π(y, z) = x. This means y = x and
z ∈ E satisfies ‖z‖ ≤ ‖(y, z)‖ ≤ k‖x‖ as well as u(x) = u(y) = v(z).

10. 设 E,F 都是 Banach 空间, u ∈ B(E,F ) 并满足 u(BE) 在 BF 中稠密.
(a) 计算 ‖u‖.
(b) 证明: u(BE) = BF . 因此 u 是满射.
(c) 设 v ∈ B(E/ keru, F ) 并满足 v ◦ q = u, 这里 q : E → E/ keru 是商映射. 证明: v 是从

E/ keru 到 F 上的等距映射.

证明: (a)因为 u(BE)在 BF 中稠密,所以 BF ⊂ u(BE) = BF ,又由 u连续知 u(BE) ⊂ u(BE),
故

‖u‖ = sup
x∈BE

‖u(x)‖ = sup
u(x)∈u(BE)

‖u(x)‖ ≤ sup
u(x)∈u(BE)

‖u(x)‖ = sup
u(x)∈BF

‖u(x)‖ = 1.

对任意 ε > 0, 存在 y ∈ BF , 使得 ‖y‖ ≥ 1− ε, 对于上述 y ∈ BF , 存在 x ∈ BE , 使得 ‖u(x)− y‖ ≤ ε,
故

‖u(x)‖ ≥ ‖y‖ − ‖u(x)− y‖ ≥ 1− 2ε.

由 ε 的任意性知 ‖u‖ = 1.
(b) 由条件知, u(BE) ⊂ BF 且 BF ⊂ u (BE). 我们采用和教材中开映射定理 6.3.1 类似的证明

过程, 首先任取常数 0 < δ < 1, 对任意 y ∈ BF , 取 x0 ∈ BE , 使得

‖y − u(x0)‖ < δ.

并设 y1 =
1
δ
(y − u(x0)), 则 y1 ∈ BF . 再取 x1 ∈ BE , 使得

‖y1 − u(x1)‖ < δ.

再设 y2 =
1
δ
(y1−u(x1)), 则 y2 ∈ BF . 依次下来, 可得一列 (yn)n≥1 ⊂ BF 及相应序列 (xn)n≥1 ⊂ BE ,

满足
yn+1 =

1

δ
(yn − u(xn)), ‖yn − u(xn)‖ < δ, n ≥ 1.



第 6 章 BAIRE 定理及其应用 87

由以上构造过程, 可得

y = δy1 + u(x0) = δ2y2 + u(x0) + δu(x1) = · · · · · ·

= δn+1yn+1 + u(x0) + δu(x1) + δ2u(x2) + · · ·+ δnu(xn)

= δn+1yn+1 + u

( n∑
k=0

δkxk

)
.

(?)

在上式中,
∑n

k=0 δ
kxk 在 n → ∞ 时收敛于某一点 x ∈ E, 且

‖x‖ ≤
∞∑

n=1

δn‖xn‖ <
1

1− δ
.

在 (?) 式中取 n → ∞, 得 y = u(x), 故 BF ⊂ u( 1
1−δ

BE). 由 u 的线性性, 有 (1− δ)BF ⊂ u(BE). 任
取 y ∈ BF , 总可取到 0 < δ < 1 使得 1− δ > ‖y‖, 故 y ∈ u(BE), 从而 BF ⊂ u(BE). 这样就证明了
u(BE) = BF .

(c)对任意 x ∈ E,用 [x]表示以 x为代表元的等价类. 由定义可知,若 [x] = [y],则 u(x−y) = 0.
而且, 由于 u 是连续的, 则 keru 是 E 的闭向量子空间, E/ keru 自然成为一个赋范空间, 其上的范
数 ‖ · ‖ 约定为

‖[x]‖ = inf
y∈ker u

‖x+ y‖ = inf
y∈[x]

‖y‖.

由于 v ∈ B(E/ keru, F ) 满足 v ◦ q = u, 则 v([x]) = u(x), ∀x ∈ E. 因 u 是满射, 故 v 也是满射; 而
[x] 6= [y] 等价于 u(x) 6= u(y), 故 v 也是单射. 实际上, 由开映射定理立即得到, v 是 E/ keru 到 F

的线性同构映射.
任取 [x] ∈ E/ keru, 设 y = v([x]), 则也有 y = u(x). 那么由 u(BE) = BF , 可知对任意

0 < ε < 1,存在 x0 ∈ BE ,使得 u(x0) = ε y
∥y∥ ,则又有 y = u(ε−1‖y‖x0). 于是得 u(x−ε−1‖y‖x0) = 0,

这表明 ε−1‖y‖x0 ∈ [x]. 因此

‖[x]‖ ≤
∥∥ε−1‖y‖x0

∥∥ ≤ ε−1‖y‖ = ε−1‖v([x])‖.

由 ε 的任意性, 即得 ‖[x]‖ ≤ ‖v([x])‖.
另一方面, 对任意 [x] ∈ E/ keru, 任取 [x] 的代表元 y, 都有

‖v([x])‖ = ‖u(y)‖ ≤ ‖u‖ · ‖y‖ = ‖y‖.

对上式右边所有代表元的范数取下确界, 即得

‖v([x])‖ ≤ inf
y∈[x]

‖y‖ = ‖[x]‖.

综合以上讨论, 我们证明了 v 是从 E/ keru 到 F 上的等距同构映射.
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另一种更直接的证明: 任取 x ∈ BE , 则有 ‖[x]‖ ≤ ‖x‖ < 1, 即

q(BE) ⊂ BE/ ker u.

反过来, 任取 [x] ∈ BE/ keru, 则必定存在代表元 y ∈ [x], 使得 ‖[x]‖ ≤ ‖y‖ < 1. 于是得 y ∈ BE , 满足
[x] = q(y) ∈ q(BE), 也就有

BE/ ker u ⊂ q(BE).

因此, 我们得到 BE/ ker u = q(BE). 再由 u(BE) = BF , 以及 u = v ◦ q, 立即得到

v(BE/ ker u) = BF .

而且, 因 v ∈ E/ keru → F 是同构映射, 故也有

v−1(BF ) = BE/ ker u.

由以上两式立即得到 ‖v‖ = ‖v−1‖ = 1. 故 v 是从 E/ keru 到 F 上的等距同构映射.

11. (...)

证明:
(a) By definition

‖q(g)− f‖∞ = sup
y∈Y

|q(g)(y)− f(y)| = sup
y∈Y

∣∣∣∣ d(y,B)− d(y,A)

3[d(y,B) + d(y,A)]
− f(y)

∣∣∣∣ .
We proceed in three cases as follows:
(i) For y ∈ A,

‖q(g)− f‖∞ = sup
y∈A

∣∣∣∣ d(y,B)

3d(y,B)
− f(y)

∣∣∣∣ = sup
y∈A

∣∣∣∣13 − f(y)

∣∣∣∣ ≤ 2

3
.

(ii) For y ∈ B,

‖q(g)− f‖∞ = sup
y∈B

∣∣∣∣−d(y,A)

3d(y,A)
− f(y)

∣∣∣∣ = sup
y∈B

∣∣∣∣−1

3
− f(y)

∣∣∣∣ ≤ 2

3
.

(iii) For y ∈ Y \ (A ∪B), since

−1

3
< f(y) <

1

3
and − 1

3
<

d(y,B)− d(y,A)

3[d(y,B) + d(y,A)]
<

1

3
.

It follows that
‖q(g)− f‖∞ < 2/3.

Note that the above discussions involve the special cases when A or B is emptyset.
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(b) For any f ∈ F , let

C =

{
y ∈ Y : f(y) ≥ 1

3
‖f‖∞

}
, D =

{
y ∈ Y : f(y) ≤ −1

3
‖f‖∞

}
.

Define
g(x) :=

d(x,D)− d(x,C)

3[d(x,D) + d(x,C)]
· ‖f‖∞.

Then ‖g‖∞ ≤ 1
3
‖f‖∞ and from (a) we have that ‖q(g)− f‖∞ ≤ 2

3
‖f‖∞.

(c) For the f and g that satisfy the conditions in (b), we have
2

3
‖f‖∞ ≤ ‖f‖∞ − ‖g‖∞ ≤ ‖f‖∞ − ‖q(g)‖∞ ≤ ‖f − q(g)‖∞ ≤ 2

3
‖f‖∞.

Thus
‖g‖∞ =

1

3
‖f‖∞ and ‖f − q(g)‖∞ =

2

3
‖f‖∞.

We use the induction method to generate a sequence of functions (gn) as follows:
There exists some g1 ∈ E such that

‖g1‖∞ =
1

3
‖f‖∞,

‖f − q(g1)‖∞ =
2

3
‖f‖∞.

There exists some g2 ∈ E such that

‖g2‖∞ =
1

3
‖f − q(g1)‖∞ =

1

3
· 2
3
‖f‖∞,

‖f − q(g1)− q(g2)‖∞ =
2

3
‖f − q(g1)‖∞ =

(
2

3

)2

‖f‖∞.

At the n-th step, there exists some gn ∈ E such that

‖gn‖∞ =
1

3

∥∥∥∥∥f −
n−1∑
k=1

q(gk)

∥∥∥∥∥
∞

=
1

3

(
2

3

)n−1

‖f‖∞,∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

q(gk)

∥∥∥∥∥
∞

=
2

3

∥∥∥∥∥f −
n−1∑
k=1

q(gk)

∥∥∥∥∥
∞

=

(
2

3

)n

‖f‖∞.

So we obtain a sequence (gn)n≥1 ⊂ E which satisfies two properties:

(i) ‖gn‖∞ =
1

3

(
2

3

)n−1

‖f‖∞ and (ii)
∥∥∥∥∥f −

n∑
k=1

q(gk)

∥∥∥∥∥
∞

=

(
2

3

)n

‖f‖∞.

From property (i) we know that
∑∞

n=1 ‖gn‖∞ converges, so
∑∞

n=1 gn converges to some
g ∈ E since E is complete.
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From property (ii) we know that
∑∞

n=1 q(gn) converges uniformly to f .
Since q is continuous, we have

∞∑
n=1

q(gn) = q

(
∞∑

n=1

gn

)
→ q(g),

and hence f = q(g). Finally we prove that ‖f‖∞ = ‖g‖∞. To this end, note that

‖g‖∞ =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

gn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=1

‖gn‖∞ =
∞∑

n=1

1

3

(
2

3

)n−1

‖f‖∞ = ‖f‖∞,

and ‖f‖∞ = ‖q(g)‖∞ ≤ ‖g‖∞.
(d) Obvious from (c).
(e) Choose arbitrarily f ∈ C(Y,R),

• If f is bounded, by (c) there exists some g ∈ C(X,R) such that q(g) = f .
• If f is unbounded, let f1 = arctan f ∈ F . There exists some g1 ∈ E such that

q(g1) = f1. Let g = tan g1, then

q(g) = q(tan g1) = tan(q(g1)) = tan(f1) = f.

13. (...)

证明:
(a) 假设 F 在 E 中的内部不是空集, 则存在 x ∈ F, r > 0 使得 B(x, r) ⊂ F , 这里的 B(x, r)

是 E 中的开球, 由 F 是向量子空间可得 B(0, r) ⊂ F ⇒ B(0, n) ⊂ F (∀n), 从而

E =
⋃
n≥1

B(0, n) ⊂ F ⇒ E = F

矛盾, 故假设不成立, 即证 F 在 E 中的内部为空集.
(b) 记所有多项式构成的空间为 P, 所有次数不超过 n 的多项式构成的空间为 Pn, 则

P =
⋃
n≥1

Pn.

假设 P 上有完备范数, 由 (a) 知 P◦
n = ∅, 由 Baire 定理知 P◦ = ∅, 矛盾, 故假设不成立,

所以 P 不能赋予完备范数.

14. 设 E 是 Banach 空间, F 和 G 都是 E 的闭向量子空间, 并且 F +G 也是闭向量子空间. 证
明: 存在一个常数 C ≥ 0, 使得 ∀x ∈ F +G, 存在 (f, g) ∈ F ×G, 满足

x = f + g, ‖f‖ ≤ C‖x‖, ‖g‖ ≤ C‖x‖.
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证明: 考虑乘积 Banach 空间 F ×G (赋予范数 ‖(f, g)‖ = ‖f‖+ ‖g‖) 和 Banach 空间 F +G

(范数即为 E 中范数). 映射

u : F ×G → F +G, (f, g) 7→ f + g

为连续线性的满射, 由开映射定理, u(BF×G(0, 1)) 为 F + G 中含原点的开集, 取常数 c > 0, 使得
BF+G(0, c) ⊂ u(BF×G(0, 1)). 则对于任意 x ∈ F+G且 ‖x‖ < c,存在 f ∈ F , g ∈ G且 ‖f‖+‖g‖ < 1,
使得 x = f + g.

对于一般的 x ∈ F + G, 任取 0 < c′ < c, 由于 x = ∥x∥
c′

(
c′

∥x∥x
)
, 其中

∥∥∥ c′

∥x∥x
∥∥∥ = c′ < c, 故存在

f ′ ∈ F , g′ ∈ G, 使得 c′

∥x∥x = f ′ + g′ 且 ‖f ′‖+ ‖g′‖ < 1. 令 f = ∥x∥
c′

f ′, g = ∥x∥
c′

g′, 则 x = f + g 且

‖f‖+ ‖g‖ =
‖x‖
c′
(
‖f ′‖+ ‖g′‖

)
<

1

c′
‖x‖.

由 c′ 的任意性即得 ‖f‖+ ‖g‖ ≤ 1
c
‖x‖. 再令 C = 1

c
即证所需.

15. 设 H 是 Hilbert 空间, 且线性映射 u : H → H 满足

〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉, ∀x, y ∈ H.

证明: u 连续.

证明: 考虑线性泛函
fx : H → K, y 7→ 〈u(y), u(x)〉.

记 H 中的闭单位球为 BH , 对于任意 y ∈ H, 由 Cauchy-Schwarz 不等式有

sup
x∈BH

|fx(y)| = sup
x∈BH

|〈u(y), u(x)〉| = sup
x∈BH

|〈u(u(y)), x〉| ≤ ‖u(u(y))‖ < ∞.

故由 Banach-Steinhaus 定理知
sup
x∈BH

‖fx‖ < ∞.

即
sup
x∈BH

sup
y∈BH

|〈u(y), u(x)〉| < ∞.

因此
‖u‖2 = sup

x∈BH

‖u(x)‖2 = sup
x∈BH

〈u(x), u(x)〉 < ∞.

从而 u 为有界算子, 亦即为连续算子.
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章

拓扑向量空间

2. 设 E 是拓扑向量空间, A,B ⊂ E.
(a) 证明: 若 A 是开集, 则 A+B 也是开集.
(b) 证明: 若 A 和 B 是紧的且 E 是一个 Hausdorff 空间, 则 A+B 也是紧的.
(c) 构造 R2 上的例子, 说明 A 和 B 是闭集, 但 A+B 不是闭集.

证明: (a) 因为
A+B =

⋃
y∈B

(A+ y).

所以 A+B 是开集.
(b) Φ : (x, y) 7→ x+ y 是连续映射, 因 A,B 紧, 故 A×B 紧, 故 A+B = Φ(A×B) 紧.
(c) 取 A = {(x, 0) | x ∈ R}, B = {xy = 1 | x > 0}, 则 A 和 B 都是 R2 中闭集, 但是 A+ B 不

是闭集. 事实上, A+B 中序列

(−n, 0) + (n,
1

n
) = (0,

1

n
) → (0, 0),

但是 (0, 0) /∈ A+B, 因此 A+B 不是闭集.

3. 设 E 是拓扑向量空间, f 是 E 到 F 的线性泛函 (f 不恒为 0). 并假设 H = f−1(0) 是闭集.
本题的目的是证明在该假设下 f 是连续的.

(a) 证明: 存在元素 a ∈ E, 使得 f(a) = 1.
(b) 证明: E \ f−1(1) 是含有原点的开集.
(c) 设 V 是包含于 E \ f−1(1) 的原点处的平衡邻域. 证明: |f | 在 V 上被 1 严格控制, 进而导出

f 连续.

证明: (a) 由于 f 不恒为 0, 故存在 x ∈ E, 使得 f(x) 6= 0. 取 a = x
f(x)

∈ E, 则 f(a) = 1.
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(b) 显然 E \ f−1(1) 包含原点, 下证其为开集. 任取 x ∈ E \ f−1(1), 则

f(x) 6= 1 ⇒ f(x− a) 6= 0 ⇒ x− a ∈ E \ f−1(0).

而 E \ f−1(0) 为开集, 故存在开集 U 使得

x− a ∈ U ⊂ E \ f−1(0).

那么 a+ U 也为开集且
x ∈ a+ U ⊂ E \ f−1(1).

因此 E \ f−1(1) 为开集.
(c) (反证法) 假设存在 x ∈ V , 使得 |f(x)| = λ > 1, 则由 V 是平衡的可得 x

λ
∈ V 且 |f(x

λ
)| = 1,

这与 V ⊂ E \ f−1(1) 相矛盾. 因此在 V 上, |f | < 1, 由推论 7.1.11 知 f 连续.

5. 设 Ω 表示开圆盘 {z ∈ C | |z| < 3}, K 表示闭单位圆盘 {z ∈ C | |z ≤ 1|}. 对 f ∈ H(Ω) 定义

p(f) = sup
z∈K

|f(z)|.

(a) 证明: p 是 H(Ω) 上的范数.
(b) 证明: 由 p 诱导的拓扑不同于在 Ω 的紧子集上一致收敛的拓扑. (提示: 可以考虑函数

fn(z) = en(z−2).)

证明: (a) 直接按定义验证.
(b) 考虑 fn(z) = en(z−2), 则在 K 上有

sup
z∈K

|fn(z)| = sup
z∈K

∣∣en(z−2)
∣∣ = e−n → 0.

故 (fn)n≥1 依 p 范数收敛于 0. 但在紧子集 {z ∈ C : |z| ≤ 2} 上, fn(2) = 1, 故 (fn)n≥1 不是一致收
敛的.

6. 设 A 是 [0, 1] 的可数子集, 且映射 α : A → (0,+∞) 满足
∑

t∈A α(t) < +∞. 对 f ∈
C([0, 1],R) 定义

‖f‖A,α =
∑
t∈A

α(t)|f(t)|.

(a) 证明: ‖ · ‖A,α 是 C([0, 1],R) 上的半范数. 什么时候它是一个范数? 什么时候它等价于一致
范数 ‖ · ‖∞?

(b) 证明: 两个半范数 ‖ · ‖A,α 和 ‖ · ‖A′,α′ 诱导相同的拓扑当且仅当 A = A′ 且

0 < inf
t∈A

α′(t)/α(t) ⩽ sup
t∈A

α′(t)/α(t) < ∞.
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证明: (a) 首先由 f ∈ C([0, 1],R), 知 supt∈A |f(t)| < ∞. 那么

‖f‖A,α =
∑
t∈A

α(t)|f(t)| ≤ sup
t∈A

|f(t)|
∑
t∈A

α(t) < +∞.

并且容易验证 ‖ · ‖A,α 是满足半范数满足的其它公理. 而且可以看到, 若取 A = {1, 1
2
, . . . , 1

n
, . . .}, 令

映射 α : 1
n
→ 1

2n
, 并设 f 为在 A 上取 0 的“锯齿”函数, 则 ‖f‖A,α = 0, 但 f 6≡ 0, 即 ‖f‖A,α 不是

一个范数.
由定义可知, ‖f‖A,α = 0 等价于 f(t) = 0, t ∈ A. 由此可以证明: ‖ · ‖A,α 是一个范数当且仅当 A

在 [0, 1] 中稠密.
实际上,若 A在 [0, 1]中稠密,则由 f(t) = 0, t ∈ A,及 f 的连续性,得 f(t) = 0, ∀t ∈ [0, 1]. 反过

来,假设 A在 [0, 1]中不稠密,那么存在点 t ∈ [0, 1]及 t的开邻域 I,使得 A∩I = ∅,即 A ⊂ [0, 1]\I.
那么可取 [0, 1] 上的连续函数 f 在 [0, 1] \ I 上为 0 , 而在 I 上不为 0, 这与 ‖ · ‖A,α 是一个范数相矛
盾.
最后, 我们来证明: 对任意一个半范数 ‖ · ‖A,α, 它都不等价于一致范数 ‖ · ‖∞. 对可列集 A 中的

元素排序, 记 A = (ti)i≥1. 由
∑

ti∈A α(t) < +∞, 存在 N > 0, 使得当 i ≥ N 时, 有
∑

i≥N α(ti) < ε.
接下来, 选择一个连续函数 f 满足 ‖f‖∞ = 1, 且

f(t) =

0, t = ti, i < N

1, t = tN+1

那么
‖f‖A,α =

∑
i>N

α(ti)|f(ti)| ≤
∑
i>N

α(ti) < ε,

这意味着一致范数 ‖ · ‖∞ 关于半范数 ‖ · ‖A,α 不是有界的.
(b) 首先证明充分性. 设 C1 = inft∈A α′(t)/α(t), C2 = supt∈A α′(t)/α(t), 则由充分性条件知

0 < C1 ≤ C2 < ∞. 故

C1‖f‖A,α ≤ ‖f‖A′,α′ =
∑
t∈A′

α′(t)|f(t)| =
∑
t∈A

α′(t)

α(t)
α(t)|f(t)| ≤ C2‖f‖A,α.

即证两个范数 ‖ · ‖A,α 和 ‖ · ‖A′,α′ 等价.
下面证明必要性, 我们先假设 A 6= A′. 不妨设存在 ti0 ∈ A, 但 ti0 /∈ A′. 任取 ε > 0, 则存在

N > 0, 当 i ≥ N 时, 有
∑

i≥N α′(t′i) < ε. 取连续函数 f 满足 ‖f‖∞ = 1, 且

f(t) =

0, t = t′i, ∀i < N ;

1, t = ti0 .
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则有
‖f‖A,α′ =

∑
i>N

α′(t′i)|f(t′i)| < ε,

而
‖f‖A,α ≥ α(ti0),

这意味着两个半范数 ‖ · ‖A,α 和 ‖ · ‖A′,α′ 诱导的拓扑不同. 因此必有 A = A′.
接下来, 我们假设 A = A′ = (ti)i≥1. 两个半范数 ‖ · ‖A,α 和 ‖ · ‖A′,α′ 诱导的拓扑相同, 意味着存

在常数 C1, C2 > 0, 使得
C1‖f‖A,α ≤ ‖f‖A′,α′ ≤ C2‖f‖A,α. (?)

任取一个 ti0 , 则 N > 0, 使得当 i ≥ N 时, 有
∑

i≥N α(ti) ≤ α(ti0). 取连续函数 f 满足 ‖f‖∞ = 1,
且

f(t) =

0, t = ti, ∀i < N 且 i 6= i0;

1, t = ti0 .

则有
‖f‖A,α ≤ 2α(ti0) 且 ‖f‖A,α′ ≥ α′(ti0).

综合上面的两个不等式以及 (?) 式, 立即可得

α′(ti0) ≤ ‖f‖A,α′ ≤ C2‖f‖A,α ≤ 2C2α(ti0).

因此对任意 t ∈ A, 有 α′(t)/α(t) ≤ 2C2. 类似上面的讨论, 也有

α(ti0) ≤
2

C1

α′(ti0).

故结论成立.

16. 令 0 < p < 1, 考虑空间 Lp = Lp(0, 1), 并在 Lp 上赋予距离 dp(f, g) = ‖f − g‖pp. 本习题的
目标是证明 Lp 不是局部凸的且没有非零线性泛函.

(a) 证明: Lp 是拓扑向量空间.
接下来, 我们先考虑 p = 1

2
的情形, 用 B(r) 表示中心在原点、半径为 r 的 L 1

2
中的闭单位球:

B(r) =
{
f ∈ L 1

2
: ‖f‖

1
2
1
2

⩽ r
}

.
(b) 取 f ∈ B(

√
2r). 证明: 存在 t0 ∈ (0, 1), 使得

∫ t0

0

|f(t)| 12 dt =
‖f‖

1
2
1
2

2
.
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(c) 定义

g(t) =

2f(t), 0 ⩽ t ⩽ t0,

0, t0 < t ⩽ 1,
且 h(t) =

0, 0 ⩽ t ⩽ t0,

2f(t), t0 < t ⩽ 1.

证明:
g, h ∈ B(r) 且 f =

g

2
+

h

2
.

(d) 由此导出 B(
√
2r) ⊂ conv(B(r)), 并有 conv(B(r)) = L 1

2
.

(e) 得出 L 1
2
是非局部凸的.

(f) 把以上结论推广到 0 < p < 1 的情形.
(g) 证明: Lp 上只有零线性泛函是连续的.

证明: (a) 只证明映射 Φ : Lp × Lp → Lp, (f, g) 7→ f + g 连续, 对于加法的连续性同理可证,
对于以 f + g 为中心的任意开球 V = B(f + g, r), 取 U1 = B(f, r/2), U2 = B(g, r/2), 则对任意
f1 ∈ B(f, r/2), g1 ∈ B(g, r/2), 有

‖f1 − f‖pp <
r

2
, ‖g1 − g‖pp <

r

2
.

由距离的三角不等式有

‖(f1 + g1)− (f + g)‖pp ≤ ‖f1 − f‖pp + ‖g1 − g‖pp <
r

2
+

r

2
= r.

所以 f1 + g1 ∈ V , 故 U1 + U2 ⊂ V , 由定义知 Φ 连续.
(b) 令

Φ(t) =

∫ t

0

|f(x)| 12 dx.

则 Φ(0) = 0, Φ(1) = ‖f‖
1
2
1
2

, 且 Φ(t) 是连续函数, 由介值性定理知存在 t0 ∈ (0, 1) 使得

Φ(t0) =

∫ t0

0

|f(t)| 12 dt =
‖f‖

1
2
1
2

2
.

(c) 因为

‖g‖
1
2
1
2

=

∫ 1

0

|g(t)| 12 dt =
∫ t0

0

|2f(t)| 12 dt =
√
2 ·

‖f‖
1
2
1
2

2
≤

√
2

2
·
√
2r = r.

所以 g ∈ B(r). 同理 h ∈ B(r), 而 f = g
2
+ h

2
是显然的.

(d) (注意, 在度量空间中, 球并不一定为凸集, 所以不要对本题中的 B(r) 取凸包的操作感到
惊讶! 但是在赋范空间中, 球一定为凸集.) 对任意的 f ∈ B(

√
2r), 利用 (c) 中的构造方式得到

g, h ∈ B(r) 使得 f = g
2
+ h

2
, 故 f ∈ conv(B(r)), 因此

B(
√
2r) ⊂ conv(B(r)).
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又
B(2r) ⊂ conv(B(

√
2r)) ⊂ conv(conv(B(r))) = conv(B(r)).

故对任意的 n, 有
B(2nr) ⊂ conv(B(r)).

因此

L 1
2
=

∞⋃
n=1

B(2nr) ⊂ conv(B(r)).

结合 conv(B(r)) ⊂ L 1
2
知 conv(B(r)) = L 1

2
.

(e) 由 (d) 知原点的凸开邻域只有 L 1
2
, 因此 L 1

2
是非局部凸的.

(f) 同 (c) 的构造亦可得 Lp(0 < p < 1) 是非局部凸的.
(g) 设 f : Lp → R 是连续的线性泛函, 则 ∀r > 0, (−r, r) 为 R 中开凸集, 由 f 的线性性知

f−1((−r, r)) 为 Lp 中凸集, 由 f 的连续性知 f−1((−r, r)) 为 Lp 中的开集, 结合 (f) 中结论知

f−1(−r, r) = Lp.

故

f−1(0) =
∞⋂

n=1

f−1

((
− 1

n
,
1

n

))
= Lp.

因此 f ≡ 0.



第
8
章

Hahn-Banach 定理

1. 设 1 ≤ p ≤ ∞, 考虑 R2 上的 p 范数:

‖(x1, x2)‖p =
(
|x1|p + |x2|p

) 1
p , p < ∞; ‖(x1, x2)‖∞ = max{|x1|, |x2|}.

设 F = R× {0}, 即由 e1 = (1, 0) 生成的向量子空间, 并设 f : F → R 是线性泛函, 满足 f(e1) = 1.
(a) 当 R2 上赋予 ‖ · ‖1 范数时, 确定 f 从 F 到 R2 的所有保范延拓.
(b) 当 R2 上赋予 ‖ · ‖p 范数时, 考虑同样的问题.

证明: (a) 首先 ‖f‖ = sup
x=te1,t ̸=0

|f(x)|
∥x∥1

= sup
x=te1,t ̸=0

|t|
|t| = 1, 记 e2 = (0, 1), 则对任意 x = x1e1 +

x2e2 ∈ R2, 有
f̃(x) = x1f(e1) + x2f̃(e2) = x1 + x2f̃(e2).

则

‖f̃‖ = sup
x∈R2,x ̸=0

|f̃(x)|
‖x‖1

= sup
x∈R2,x ̸=0

|x1 + x2f̃(e2)|
|x1|+ |x2|

.

要使得 ‖f̃‖ = ‖f‖ = 1, 即

sup
x∈R2,x ̸=0

|x1 + x2f̃(e2)|
|x1|+ |x2|

= 1.

容易验证当且仅当 |f̃(e2)| ≤ 1 时, 上式得以成立, 因此当 R2 上赋予 ‖ · ‖1 范数时, f 从 F 到 R2 的
所有保范延拓为: {

f̃ : f̃(x) = x1 + x2f̃(e2), |f̃(e2)| ≤ 1
}
.

(b) 当 1 < p < ∞ 时, 此时目标是:

‖f̃‖ = sup
x∈R2,x ̸=0

|x1 + x2f̃(e2)|
(|x1|p + |x2|p)

1
p

= 1.
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为叙述简便, 记 t = |f̃(e2)|, 则 x1 · x2f̃(e2) ≥ 0 时

|x1 + x2f̃(e2)|
(|x1|p + |x2|p)

1
p

≤ 1 ⇔ |x1|+ |x2| · t
(|x1|p + |x2|p)

1
p

≤ 1

⇔ (|x1|+ |x2| · t)p ≤ |x1|p + |x2|p(不妨|x2| 6= 0)

⇔
(
|x1|
|x2|

+ t

)p

≤
(
|x1|
|x2|

)p

+ 1

⇔ (α+ t)p ≤ αp + 1(0 ≤ α ≤ ∞)

⇔ t = 0.

因此保范延拓为
{
f̃ : f̃(x) = x1

}
.

当 p = ∞ 时, 此时目标是:

sup
x∈R2,x ̸=0

|x1 + x2f̃(e2)|
max{|x1|, |x2|}

= 1 ⇔ f̃(e2) = 0.

因此保范延拓为
{
f̃ : f̃(x) = x1

}
.

综上知当 R2 上赋予 ‖ · ‖p(1 < p ≤ ∞) 范数时, 所有的保范延拓为
{
f̃ : f̃(x) = x1

}
.

4. 设 E 是 Hausdorff 拓扑向量空间, A 是 E 中包含原点的开凸集以及 x0 ∈ E \A.
(a) 证明: 存在 f ∈ E∗, 使得

Re f(x0) = 1, 且在 A 上 Re f < 1.

(b) 假设 A 还是平衡的. 证明: 可以选择 f ∈ E∗, 使其满足

f(x0) = 1, 且在 A 上 |f | < 1.

证明: (a)由于 {x0}为凸集, A为开凸集且二者不相交,故由 Hahn-Banach定理知存在 f̃ ∈ E∗

和 α > 0, 使得
Re f̃(a) < α ≤ Re f̃(x0), ∀a ∈ A.

令 f = f̃

Re f̃(x0)
, 则 Re f(x0) = 1 且对任意 a ∈ A, 有

Re f(a) = Re f̃(a)
Re f̃(x0)

<
α

α
= 1.

(b) f̃ 仍为 (a) 中所得有界线性泛函, 令 f(x) = f̃(x)

f̃(x0)
, 则 f(x0) = 1, 且对任意 a ∈ A, 由 A 平
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衡可得

|f(a)| =

∣∣∣∣∣ f̃(a)f̃(x0)

∣∣∣∣∣ = |f̃(a)|
|f̃(x0)|

=
f̃(a) sgn f̃(a)

|f̃(x0|

=
f̃(a sgn f̃(a))

|f̃(x0)|
≤ Re f̃(a sgn f̃(a))

α
<

α

α
= 1.

5. 设 E 是 Hausdorff 局部凸空间, A 是 E 中包含原点的闭凸集以及 x0 ∈ E \A.
(a) 证明: 存在 f ∈ E∗, 使得

Re f(x0) > 1 且 sup
x∈A

Re f(x) ≤ 1.

(b) 假设 A 还是平衡的. 证明: 可以选择 f , 使其满足

f(x0) = 1 且 sup
x∈A

|f(x)| ≤ 1.

证明: (a) 由于 A 是包含原点的闭凸集, {x0} 是紧集, 且二者不相交, 故由 Hahn-Banach 定理
知存在 f̃ ∈ E∗ 和常数 α > 0, 使得

sup
x∈A

Re f̃(x) < α < Re f̃(x0).

令 f = f̃
α
∈ E∗, 则

Re f(x0) =
Re f̃(x0)

α
> 1 且 sup

x∈A
Re f(x) = sup

x∈A

Re f̃(x)
α

< 1.

(b) f̃ 仍为 (a) 中所得有界线性泛函, 令 f = f̃

f̃(x0)
, 则 f(x0) = 1, 且由 A 平衡可得

sup
x∈A

|f(x)| = sup
x∈A

∣∣∣∣∣ f̃(x)f̃(x0)

∣∣∣∣∣ = sup
x∈A

|f̃(x)|
|f̃(x0)|

<
1

α
sup
x∈A

Re f̃(x sgn f̃(x)) <
α

α
= 1.

6. 设 E 是数域 K 上的拓扑向量空间. 称 E 的向量子空间 H 是超平面, 若有某个 x0 ∈ E \H,
使得 E = H +Kx0.

(a) 证明: 若 H 是超平面, 则对任意的 x0 ∈ E \H, E = H +Kx0 成立.
(b) 证明: 一个超平面或者是 E 的稠密集, 或者是闭集.
(c) 证明: H 是超平面当且仅当存在 E 上的一个非零线性泛函 f , 使得 H = ker f . 因而 H 是

闭的等价于 f 是连续的.
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证明: (a) ∀x1 ∈ E \H,x1 = y1 + λx0, y1 ∈ H,λ 6= 0, 故对 ∀x ∈ E,

x = y + kx0 = y + k
x1 − y1

λ
=

(
y − k

λ
y1

)
+

k

λ
x1 ∈ H +Kx1.

因此
E = H +Kx1, ∀x1 ∈ E \H.

(b) 由定理 7.1.6 知 H 是向量子空间, 又 dim(E \H) = 1, 故只可能有两种情况: 当 H = H 时,
H 为闭集; 当 H = E 时, H 在 E 中稠密.

(c) (⇐)假设存在 E 上的非零线性泛函 f ,使得 H = ker f ,首先因 f 6≡ 0,故存在 x0 ∈ E \ker f ,
使得 f(x0) = 1, 则 ∀x ∈ E, 有

x = x− f(x)x0 + f(x)x0.

因为 f(x − f(x)x0) = f(x) − f(x)f(x0) = 0, 所以 x − f(x)x0 ∈ ker f , 并且 f(x)x0 ∈ Kx0, 又容易
验证表示 x = h+ kx0, h ∈ ker f, k ∈ K 是唯一的, 因此

E = H +Kx0.

也即 H 是超平面.
(⇒) 因为 H 是超平面, 所以存在 x0 ∈ E \H, 使得 E = H +Kx0, 故对于 ∀x ∈ E, x = h+ kx0,

定义泛函
f : E → K, x = h+ kx0 7→ k.

容易验证 f 是合理定义的线性泛函且 ker f = H. 当 f 连续时, 因为 {0} ⊂ K 是闭集, 所以
H = ker f = f−1(0) 是闭集.

7. 设 (X, ‖ · ‖X) 是实赋范空间, BX 表示该空间中的闭单位球. 假设 K ≥ 1, C 是 X 中闭凸对
称子集 (C 对称是指 x ∈ C ⇒ −x ∈ C), 且满足

BX ⊂ C ⊂ KBX .

定义
p(x) = inf

{
λ > 0:

x

λ
∈ C

}
, ∀x ∈ X.

(a) 证明: p 是 X 上和 ‖ · ‖X 等价的范数. 更确切地说, 证明:

1

K
‖x‖ ≤ p(x) ≤ ‖x‖, ∀x ∈ X.

(b) 设 x ∈ X. 证明:
(i) x ∈ X \ C ⇐⇒ p(x) > 1.
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(ii) x ∈ C̊ ⇐⇒ p(x) < 1.
(iii) x ∈ ∂C ⇐⇒ p(x) = 1.

(c) 任取 x ∈ ∂C. 证明: 存在 X 上的连续线性泛函 f , 使得 f(x) = 1 且在集合 C 上, |f | ≤ 1.

证明: (a) 任取 ε > 0, 对于任意 x, y ∈ X, 有 x
p(x)+ε

∈ C, y
p(y)+ε

∈ C, 于是

x+ y

p(x) + p(y) + 2ε
=

p(x) + ε

p(x) + p(y) + 2ε

x

p(x) + ε
+

p(y) + ε

p(x) + p(y) + 2ε

y

p(y) + ε
∈ C,

因此 p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) + 2ε, 由 ε 的任意性得 p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).
任取 λ ∈ R 和 x ∈ X, 当 λ = 0 时, p(λx) = |λ|p(x) 显然成立, 当 λ 6= 0 时, 有

λx

p(λx) + ε
∈ C.

由 C 对称得
x

1
|λ|(p(λx) + ε)

∈ C.

故 p(x) ≤ 1
|λ|(p(λx) + ε) ⇒ |λ|p(x) ≤ p(λx).

又因 x
p(x)+ε

∈ C, 由 C 对称可得 λx
|λ|(p(x)+ε)

∈ C, 故 p(λx) ≤ |λ|(p(x)+ ε), 从而 p(λx) ≤ |λ|p(x).
因此 p(λx) = |λ|p(x).
任取 x ∈ X, 有 x

∥x∥ ∈ BX ⊂ C, 故 p(x) ≤ ‖x‖. 又 x
p(x)+ε

∈ C ⊂ KBX , 故 ‖ x
p(x)+ε

‖ ≤ K ⇒
1
K
‖x‖ ≤ p(x).
综上可知 p 是在 X 上和 ‖ · ‖ 等价的范数且满足

1

K
‖x‖ ≤ p(x) ≤ ‖x‖, ∀x ∈ X.

(b) (i) (⇐) 因 p(x) > 1, 故 x = x
1
/∈ C, 即 x ∈ X \ C. (⇒) 因 x ∈ X \ C 且 X \ C 为开集, 故

存在 µ ∈ (0, 1), 使得 (1− µ)x ∈ X \ C, 即 x
1/(1−µ)

/∈ C, 因此 p(x) ≥ 1
1−µ

> 1.
(ii) (⇒) 因 x ∈ C̊ 且 C̊ 为开集, 故存在 µ > 0, 使得 (1 + µ)x ∈ C̊ ⊂ C, 故 p(x) ≤ 1

1+µ
< 1.

(⇐) 因 p(x) < 1, 故存在 λ 使得 p(x) < λ < 1, 于是 x
λ
∈ C ⇒ x ∈ λC ⊂ C̊.

(iii) 由 (i)(ii) 即得 x ∈ ∂C ⇐⇒ p(x) = 1.
(c) 由教材推论 8.1.10 知存在 X 上的连续线性泛函 f , 使得 f(x) = 1 且在集合 C 上, |f(x)| ≤

p(x) ≤ 1.

8. 考虑空间 `∞ 和它的子空间 F :

F =
{
x ∈ `∞ : lim

n→∞
mn(x) 存在

}
, 其中 mn(x) =

1

n

n∑
k=1

xk.

(a) 定义 f : F → R 为 f(x) = limn→∞ mn(x). 证明: f ∈ F ∗.
(b) 证明: 存在 `∞ 上的连续线性泛函 m 满足下面的性质:
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(i) lim infn→∞ xn ≤ m(x) ≤ lim supn→∞ xn, ∀x ∈ `∞.
(ii) m ◦ τ = m, 这里 τ : `∞ → `∞ 是右移算子, 即 τ(x)n = xn+1.

证明: (a) 线性性 f(λx+ y) = λf(x) + f(y) 直接验证. 下证 f 有界, 对任意 n ≥ 1,

|mn(x)| ≤
1

n

n∑
k=1

|xk| ≤ ‖x‖∞.

故对任意 x ∈ F , 有 |f(x)| = limn→∞ |mn(x)| ≤ ‖x‖∞.
(b)

证明: (a) We can obtain it from definition easily that

|mn(x)| ≤
1

n

n∑
k=1

|xk| ≤ ‖x‖∞.

Then |f(x)| = | limmn(x)| ≤ ‖x∞‖. (b) Define p : l∞ → R, (xn) 7→ lim 1
n
|
∑n

k=1 xk|, and we can
obtain p(x) ≥ 0, p(x + y) ≤ p(x) + p(y) and |λ|p(x) = p(λx). Since p(x) ≤ ‖x‖∞, p is a continous
seminorm. Therefore, ∃m ∈ (l∞)∗ s.t. m = f on F and |m| ≤ p on l∞.

Let x∗ denote limxn, and x∗ denote limxn. Set e = (1, · · · ) ∈ F , and then 〈m〉e = 1. We obtain
that

〈m,x〉 = 〈m,x− x∗e〉+ x∗ ≤ p(x− x∗e) + x∗.

We claim that p(x− x∗) ≤ lim|xn − x∗|. Indeed, there exist N > 0 such that ∀n > N , |xn − x∗| ≤
lim|xn − x∗|+ ε for any ε > 0. Thus

1

n
|

n∑
k=1

xk − x∗| ≤
1

n

N∑
k=1

|xk − x∗|+
n−N

n
lim|xn − x∗|+ ε.

Since ∃nk such that lim|xn − x∗| = lim |xnk
− x∗| = | limxnk

− x∗| ≤ x∗ − x∗, we have

〈m〉x ≤ p(x− x∗e) + x∗ ≤ x∗ − x∗ + x∗ = x∗.

Conversely, we have 〈m,−x〉 ≤ −x∗, and it follows that x∗ ≤ 〈m,x〉 ≤ x∗.
Since

p(τx− x) = lim 1

n
|

n∑
k=1

xk − xk+1| = lim 1

n
(|xn+1 − x1|) ≤ lim2‖x‖∞

n
= 0,

and then |〈m, τx− x〉| ≤ p(τx− x) = 0, 〈m, τx〉 = 〈m,x〉.
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9
章

Banach 空间的对偶理论

1. 设 E 是赋范空间, 并设 E∗ 是可分的.
(a) 令 (fn)n≥1 是 E∗ 中的稠密子集. 选出 E 中的序列 (xn) 使得 fn(xn) ≥ ∥fn∥

2
.

(b) 任取 f ∈ E∗. 证明: 若对每个 xn 有 f(xn) = 0, 则 f = 0.
(c) 由此导出 span(x1, x2, · · · ) 在 E 中稠密且 E 是可分的.
(d) 证明: 一个 Banach 空间是可分且自反的当且仅当它的对偶空间是可分且自反的.
(e) 举一个可分赋范空间但其对偶空间不可分的例子.

证明: (a) 由定义 ‖fn‖ = sup
∥x∥≤1

|fn(x)|, 故存在序列 (x̃n)n≥1 ⊂ BE , 使得 |fn(x̃n)| ≥ ∥fn∥
2

. 令

xn = x̃n sgn fn(x̃n), 则 fn(xn) ≥ ∥fn∥
2

.
(b) 任意取定 ε > 0, 因 (fn) 在 E∗ 中稠密, 故存在 fn, 使得 ‖fn − f‖ < ε, 又

‖fn − f‖ ≥ |fn(xn)− f(xn)| = |fn(xn)| ≥
‖fn‖
2

.

故 ‖fn‖ < 2ε, 从而 ‖f‖ ≤ ‖f − fn‖+ ‖fn‖ < 3ε, 由 ε 的任意性即得 f = 0.
(c) 记 A = span(x1, x2, · · · ), 显然 A 是 E 的闭向量子空间, 假设 A 6= E, 则存在 x0 ∈ E \A, 由

推论 8.1.16 知存在 f ∈ E∗, 使得 f |A = 0 且 f(x0) = d(x0, A) > 0. 这与 (b) 中结论矛盾, 故假设不
成立, 所以 span(x1, x2, · · · ) = E.

另法: F := span(x1, x2, · · · ) 为 E 的向量子空间. 任取 f ∈ E∗ 且 f |F = 0, 由 (b) 知 f = 0, 由
推论 8.2.7 知 span(x1, x2, · · · ) 在 E 中稠密.

记 Q = {qi}∞i=1, 则 {
∑n

i=1 qixi, n ≥ 1} 是 E 的可数稠密子集, 故 E 可分.
(d) (⇒) 因为 E 是可分且自反的 Banach 空间, 所以 E∗∗ = E 可分, 由 (c) 中结论知 E∗ 可分且

自反. (⇐) 当 E∗ 是可分且自反的, 直接由 (c) 中结论知 E 是可分且自反的.
(e) `1 可分, 但 `∗1 = `∞ 不可分.

2. 设 E 是 Banach 空间, B ⊂ E∗.

104
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(a) 证明 B 是相对 w∗-紧的当且仅当 B 是有界的.
(b) 假设 B 是有界的且 E 是可分的. 证明 (B, σ(E∗, E)) 可度量化.

证明: (a) (⇐) 若 B 有界, 则存在 r > 0, 使得 B ⊂ rBE∗ , 但 BE∗ 是 w∗-紧的, 故 rBE∗ 是
w∗-紧的, 从而 B 是相对 w∗-紧的.

(⇒) 若 B 是相对 w∗-紧的, 则 B 是 w∗-紧的, 而对任意 x ∈ E, x̂ ∈ E ↪→ E∗∗ 连续, 从而 x̂(B)

是 K 中紧集, 有界, 故
sup
f∈B

|f(x)| = sup
f∈B

|x̂(f)| < ∞.

由共鸣定理得
sup
f∈B

‖f‖ < ∞.

故 B 有界, 从而 B 有界.
(b) (See H. Brezis [1, Theorem 3.28]) 从下面的证明当中可以看出, 我们只需要证明 B = BE∗

的情形即可.
取 BE 中的可数稠密子集 (xn)n≥1. 对于每个 f ∈ E∗, 令

[f ] =
∞∑

n=1

1

2n
|f(xn)|.

显然 [ ] 是 E∗ 上的范数且 [f ] ≤ ‖f‖. 记 d(f, g) = [f − g] 为相应的度量, 我们下面证明 d 在 BE∗

上诱导的度量和 σ(E∗, E) 在 BE∗ 上的限制是一样的.
一方面, 任取 f0 ∈ BE∗ 和 f0 在 σ(E∗, E) 中的邻域 V . 我们需要找到某个 r > 0 使得

U = {f ∈ BE∗ : d(f, f0) < r} ⊂ V.

可以假设 V 具有如下形式

V = {f ∈ BE∗ : |(f − f0)(yi)| < ε ∀i = 1, 2, . . . , k},

其中 ε > 0, y1, y2, . . . , yk ∈ E. 不失一般性, 可以假设 ‖yi‖ ≤ 1 (∀i = 1, 2, . . . , k). 对于每个 i, 存在
某个整数 ni 使得

‖yi − xni
‖ < ε/4.

选取 r > 0 足够小使得
2nir < ε/2 ∀i = 1, 2, . . . , k.

我们断言对于这样的 r, 有 U ⊂ V . 事实上, 因为 d(f, f0) < r, 故

1

2ni
|(f − f0)(xni

)| < r ∀i = 1, 2, . . . , k.
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因此
|(f − f0)(yi)| = |(f − f0)(yi − xni

) + (f − f0)(xni
)| < ε

2
+

ε

2
.

从而 f ∈ V .
另一方面, 任取 f0 ∈ BE∗ 和 r > 0, 我们需要找到 f0 在 σ(E∗, E) 中的某个邻域 V 使得

V ⊂ U = {f ∈ BE∗ : d(f, f0) < r}.

取 V 为
V = {f ∈ BE∗ : |(f − f0)(xi)| < ε ∀i = 1, 2, . . . , k},

其中 ε 和 k 待定. 对于 f ∈ V , 我们有

d(f, f0) =
k∑

n=1

1

2n
|(f − f0)(xn)|+

∞∑
n=k+1

1

2n
|(f − f0)(xn)|

< ε+ 2
∞∑

n=k+1

1

2n
= ε+

1

2k−1
.

因此只需要选取 ε = r
2
以及 k 充分大 (使得 1

2k−1 < r
2
) 就可以了.

3. 设 E 是赋范空间, A ⊂ E.
(a) 假设 A 是弱紧的. 证明: 若对任意 x∗ ∈ E∗, {x∗(x) : x ∈ A} 是有界的, 则 A 是有界的.
(b) 假设 A 有界且 E∗ 可分. 证明: (A, σ(E,E∗)) 可度量化.

证明: (a) Let ϕx : E∗ → R, f 7→ 〈f〉x, and we obtain ‖ϕx‖ = ‖x‖ < +∞ which means
ϕx ∈ E∗∗. Since A is compact in weak topology, then f(A) is compact in R and

sup
x∈A

|〈ϕx〉f | = sup
x∈A

|〈f〉x| < +∞, ∀f ∈ E∗

By Uniform Boundedness Principle, we have supx∈A ‖x‖ = supx∈A ‖ϕx‖ < +∞.
(b) (See H. Brezis [1, Theorem 3.29])

4. 设 E 是自反空间. 证明: E 中的每个有界序列 (xn) 有弱收敛子列.

证明: See H. Brezis [1, Theorem 3.18].

7. 设 E 和 F 是两个 Banach 空间, u : E∗ → F ∗ 是线性映射. 证明: 映射

u : (E∗, σ(E∗, E)) → (F ∗, σ(F ∗, F )).

连续的充分必要条件是存在 v ∈ B(F,E), 使得 u = v∗.
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证明: Let JX denote the canonial injection from X to X∗∗.
If ∃v ∈ B(F,E) s.t. u = v∗, we immediately find u = v∗ ∈ B(E∗, F ∗). It suffices to check that

∀x ∈ F , JF (x) ◦ u is continous from E weak∗ to R. We obtain

JF (x) ◦ u(f) = 〈uf〉xF∗,F = 〈f〉vxE∗,E

and vx ∈ E, hence JF (x) ◦ u = JE(vx) is continous on σ(E∗, E). Therefore u is continous from
(E, σ(E∗, E)) to (F, σ(F ∗, F )).

Conversely, ∀x ∈ F , denote gx : E∗ → R, f 7→ 〈u(f)〉x. We obtain that gx ∈ E∗∗ is w∗ continous
on E∗. Then exists x∗ ∈ E s.t.

〈gx〉f∗
E∗∗,E∗ = 〈f∗〉x∗, ∀f∗ ∈ E∗.

Let v : x ∈ F 7→ x∗ ∈ E. It remains to prove that v ∈ B(F,E). ∀(xn, yn) ∈ G(v) → (x0, y0) ∈ F×E,
where xn ∈ F, yn = v(xn) ∈ E, we obtain

〈f〉y0 = lim〈f〉yn = lim〈uf〉xn = 〈uf〉x0 = 〈f〉vx0, ∀f ∈ E∗.

Then y0 = vx0, G(v) is close which means v ∈ B(F,E).

9. 构造空间 `∗∞ 的单位球面上的一个序列, 使其没有 w∗− 收敛的子序列. 这是否与 Banach-
Alaoglu 定理矛盾? 如果在 `∞ 上有什么结论?

证明: It can be happened that B is compact but (fn) ⊂ B has no converge subsequence if B is
not metrizable. However, if B ⊂ `∞ = `∗1, `1 is separable which means every bounded subsets of `∗1
are metrizable. Therefore for any bounded subset B of `∞, any sequence (xn) ⊂ B has a converge
subsequence in (`∗1, σ(`

∗
1, `1)).

Denote en = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ), and {en} ⊂ `1 ⊂ `∗∞. ‖en‖ℓ1 = 1, and then en ∈ S(`∗∞).
Assume that exists nk such that enk

→ f ∈ `∗∞ in σ(`∗∞, `1). Then ∀(xn) ∈ `∞ such that xn is not
converged, 〈enk

〉x = xnk
→ 〈f〉x but xn is not converged. Therefore (en) has not any w∗-converge

subsequence.

10. 刻画 `p 的对偶空间比刻画 Lp 的对偶要容易. 试不用课程中的结论, 直接导出

`∗p
∼= `q, 1 ≤ p < ∞,

1

p
+

1

q
= 1.

并且证明
c∗0

∼= `1.

由此导出 c0, `1 和 `∞ 都不是自反的.
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证明: 任取 a = (ai)i≥1 ∈ `q, 令

fa(x) =
∞∑
i=1

aixi, x = (xi) ∈ `p.

则由 Hölder 不等式得
|fa(x)| ≤ ‖x‖ℓp‖a‖ℓq , x = (xi) ∈ `p.

即得 fa ∈ `∗p, 下面任取 f ∈ `∗p, 证明反向的结论成立. 对任意 x = (x1, x2, · · · ) ∈ `p, 记 x(n) =

(x1, · · · , xn, 0, · · · ), 则 x(n) ∥·∥p−−→ x. 用 e1, e2, · · · 表示 `p 中的标准基, 因为 f ∈ `∗p, 所以

f(x) = lim
n→∞

f(x(n)) = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ei)xi =
∞∑
i=1

aixi.

下证 (ai)i≥1 ∈ `q.∀n ≥ 1, 令 a(n) = (a1, · · · , an, 0, · · · ), 取

x(n) =

(
|a1|q−1 sgn a1

‖a(n)‖
q
p
q

, · · · , |an|
q−1 sgn an

‖a(n)‖
q
p
q

, 0, · · ·

)

则由 p(q − 1) = q 知

‖x(n)‖ℓp =

(
|a1|q

‖a(n)‖qq
+ · · ·+ |an|q

‖a(n)‖qq

)1/p

= 1

并且由 sgn ai · f(ei) = |ai| 得

f(x(n)) =
|a1|q−1 · |a1|

‖a(n)‖
q
p
q

+ · · ·+ |an|q−1 · |an|

‖a(n)‖
q
p
q

=
‖a(n)‖qq
‖a(n)‖

q
p
q

= ‖a(n)‖q

因此有 ‖a(n)‖q ≤ ‖f‖ ⇒ ‖a‖q ≤ ‖f‖, 于是建立了 `∗p 到 `q 的等距同构映射:

J : `∗p → `q, f 7→ a = (a1, a2, · · · )

下面证明 c∗0 = `1, c0 = {x = (xn)n≥1 : limn→∞ xn = 0} ⊂ `∞, 这里的证明方法与上面证明 `∗p =

`q(1 ≤ p < ∞) 是完全类似的. ∀a = (ai)i≥1 ∈ `1, 令

fa(x) =
∞∑
i=1

aixi, x = (xi) ∈ c0

则
|fa(x)| ≤ ‖a‖ℓ1‖x‖c0 , x = (xi) ∈ c0

故 fa ∈ c∗0 且 ‖fa‖ ≤ ‖a‖ℓ1 .
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再任取 f ∈ c∗0, ∀x = (x1, x2, · · · ) ∈ c0, 记 x(n) = (x1, · · · , xn, 0, · · · ), 用 e1, e2, · · · 表示 c0 中的
标准基, 则

f(x) = lim
n→∞

f(x(n)) = lim
n→∞

f(ei)xi =
∞∑
i=1

aixi

下证 a = (ai)i≥1 ∈ `1.∀n ≥ 1, 令 a(n) = (a1, · · · , an, 0, · · · ), 取

x(n) = (sgn a1, · · · , sgn an, 0, · · · )

则
‖x(n)‖c0 = 1

且

f(x(n)) =
n∑

i=1

f(ei) sgn ai =
n∑

i=1

|ai| = ‖a(n)‖ℓ1

故 ‖a(n)‖ℓ1 ≤ ‖f‖ ⇒ ‖a‖ℓ1 ≤ ‖f‖, 这样就建立了等距同构映射:

J : c∗0 → `1, f 7→ a = (a1, a2, · · · )

因 c∗∗0 = `∗1 = `∞, 故 c0, `1, `∞ 不自反.

12. (a) 设 E 是自反 Banach 空间. 证明: 每个 ϕ ∈ E∗ 可以达到范数, 即存在 x0 ∈ E, 使得
|ϕ (x0)| = ‖ϕ‖.

(b) 由此导出已知的事实: `1, L1(0, 1) 和 C([0, 1]) 都不是自反的. (提示: 对空间 C([0, 1]) 考察
泛函 ϕ =

∫ 1
2

0
−
∫ 1

1
2
.)

(c) 证明: C1([0, 1]) 不是自反的, 这里 C1([0, 1]) 上赋予的范数是 ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖∞ . (提示:
可以考虑 C1([0, 1]) 中由在原点处取零值的函数构成的子空间.)

证明: (a) 由 Hahn-Banach 延拓定理知

‖ϕ‖ = sup
x∗∗∈E∗∗,∥x∗∗∥≤1

|〈x∗∗〉ϕ|

中上确界可以达到, 又 E 自反, 故
‖ϕ‖ = sup

x∈E,∥x∥≤1

|ϕ(x)|

中上确界可以达到, 即存在 x0 ∈ E, 使得 |ϕ(x0)| = ‖ϕ‖.
(b)若 `1自反,则每个 y ∈ `∗1

∼= `∞可以达到范数,即存在 x ∈ `1, ‖x‖ℓ1 ≤ 1,使得 |
∑∞

n=1 xnyn| =
‖y‖∞, 因此不等式链 ∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

xnyn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

|xnyn| ≤ ‖y‖∞
∞∑

n=1

|xn| ≤ ‖y‖∞
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处处取等, 故对任意 n ≥ 1, 有 |yn| = ‖y‖∞, 这与 y 的任意性相矛盾, 故 `1 非自反.
若 L1(0, 1)自反,则每个 g ∈ L1(0, 1)

∗ ∼= L∞(0, 1)可以达到范数,即存在 f ∈ L1(0, 1), ‖f‖1 ≤ 1,
使得 |

∫ 1

0
fg| = ‖g‖∞, 故不等式链∣∣∣∣∫ 1

0

fg

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|fg| ≤ ‖g‖∞
∫ 1

0

|f | ≤ ‖g‖∞

处处取等, 故有 |g| = ‖g‖∞ a.e., 这与 g 的任意性相矛盾, 故 L1(0, 1) 非自反.
若 C([0, 1]) 自反, 则考察其上线性泛函 ϕ =

∫ 1
2

0
−
∫ 1

1
2
. 对于任意 f ∈ C([0, 1]), 有 |ϕ(f)| ≤ ‖f‖,

故 ϕ ∈ C([0, 1])∗, 且 ‖ϕ‖ ≤ 1. 另一方面, 对任意 ε > 0, 取 f ∈ C([0, 1]) 满足

f(x) =


1, 0 ≤ x ≤ 1

2
− ε,

1
ε

(
1
2
− x
)
, 1

2
− ε < x < 1

2
+ ε,

−1, 1
2
+ ε ≤ x ≤ 1.

则有 |ϕ(f)| > 1− 2ε, 故 ‖ϕ‖ = 1.
由于 C([0, 1]) 自反, 故 ϕ 可以达到范数, 即存在 f ∈ C([0, 1]), ‖f‖ ≤ 1, 使得 |

∫ 1
2

0
f −

∫ 1
1
2
f | = 1,

于是不等式链 ∣∣∣∣∣
∫ 1

2

0

f −
∫ 1

1
2

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

2

0

|f |+
∫ 1

1
2

|f | ≤ 1

处处取等, 故必须 f |[0, 12 ) = 1 a.e., f |( 1
2 ,1]

= −1 a.e., 矛盾, 故 C([0, 1]) 非自反.
(c) 若 E = C1([0, 1]) 自反, 考虑闭子空间 F = {f ∈ E | f(0) = 0}, 则 F 自反. 考虑

ϕ : C([0, 1]) → F, ϕ(f) =

∫ x

0

f(t) dt.

则 ϕ 为线性双射, 且有
‖ϕ(f)‖ = ‖ϕ(f)‖∞ + ‖f‖∞ ≤ 2‖f‖∞.

故 ϕ为连续线性双射,由开映射定理知 ϕ是同构,但 C([0, 1])不自反,矛盾,故 C1([0, 1])不自反.

16. 称 Banach 空间 E 为一致凸的, 若对任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得

x, y ∈ BE , ‖x− y‖ ≥ ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1− δ.

设 (xn) 是一致凸空间 E 中弱收敛到 x 的序列, 并有 limn ‖xn‖ = ‖x‖. 证明: (xn) 依范数收敛到 x.
举例说明条件 limn ‖xn‖ = ‖x‖ 是必需的.

证明: 若 x = 0, 则结论显然成立, 下面假设 x 6= 0. 令

λn = max(‖xn‖, ‖x‖), yn = λ−1
n xn, y = ‖x‖−1x.
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由于 limn→∞ ‖xn‖ = ‖x‖, 故 λn → ‖x‖, 且在弱拓扑 σ(E,E∗) 中 yn ⇀ y. 因此

‖y‖ ≤ lim inf
n→∞

‖(yn + y)/2‖.

注意到 ‖y‖ = 1 且 ‖yn‖ ≤ 1, 结合上式可知 ‖(yn + y)/2‖ → 1. 而 E 是一致凸的, 从而必有
‖yn − y‖ → 0. 因此 xn → x.

17.
(a) 证明: Hilbert 空间是一致凸的.
(b) 用 Clarkson 不等式证明: 若 2 ≤ p < ∞, 则 Lp 空间是一致凸的.

证明: (a) 对于任意的 ε > 0, 由平行四边形公式

‖x‖2 + ‖y‖2 = 2

(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥2),
知当 x, y ∈ BE 且 ‖x− y‖ ≥ ε 时, 有 ∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥2 ≤ 1− ε2.

故
∥∥x−y

2

∥∥ < 1− δ, 其中 δ = 1− (1− ε2)1/2.

18. (Milman Pettis) 证明一致凸空间是自反的.

证明: See H. Brezis [1, Theorem 3.31].



第
11
章

紧算子

1. 设 E 是 Banach 空间, T ∈ B(E). 并设 (λn) 是 ρ(T ) 中收敛到 λ ∈ K 的数列. 证明: 若
(R(λn, T )) 在 B(E) 中有界, 则 λ ∈ ρ(T ).

证明: Use
R(λm, T )−R(λnT ) = (λn − λm)R(λm, T )R(λn, T )

and the fact that (R(λn, T )) is bounded to deduce that R(λn, T ) is a Cauchy sequence in B(E) and
therefore converges to some limit S ∈ B(E). Then show S = (λI − T )−1.

2. 设 E 是 Banach 空间, T ∈ B(E). 证明: 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得对任意 S ∈ B(E), 有

‖T − S‖ < δ ⇒ σ(S) ⊂ {λ ∈ K | d(λ, σ(T )) < ε}.

3. 设 1 ≤ p ≤ ∞,定义 `p 上的算子 S (前移算子)为 S(x)(n) = x(n+1),这里 x = (x(n))n ∈ `p.
(a) 证明: 当 p < ∞ 时, σp(S) = {λ ∈ K | |λ| < 1}; 当 p = ∞ 时, σp(S) = {λ ∈ K | |λ| ≤ 1}.
(b) 由此导出 σ(S) = {λ ∈ K | |λ| ≤ 1}.
4. 设 E 是 Banach 空间, T 是 E 上的线性等距映射. 并记

D = {λ ∈ K | |λ| < 1}, C = {λ ∈ K | |λ| = 1, D = D ∪ C}.

(a) 证明: σp(T ) ⊂ C, σ(T ) ⊂ D; 并且当 λ ∈ D 时, 有

λ ∈ ρ(T ) ⇔ (λ− T )(E) = E.

(b) 假设 (λn) ⊂ D ∩ ρ(T ) 收敛到 D 中元素 λ. 证明 λ ∈ ρ(T ).
(c) 证明: D ∩ ρ(T ) 在 D 中既是开集又是闭集. 由此导出 D ∩ ρ(T ) 是空集或者 D ∩ ρ(T ) = D.
(d) 证明: σ(T ) 或者包含于 C 中或者等于 D, 并且前者成立的充分必要条件是 T 为满射.

112
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(e) 假设 E = `p, 1 ≤ p ≤ ∞, 且 T 为 E 的后移算子:

T (x)(1) = 0 ]且 T (x)(n) = x(n− 1), n > 1.

证明: σ(T ) = D 并且 σp(T ) = ∅.
5. 设 X 是紧 Hausdorff 空间, 并有 ϕ ∈ C(X). 设 Mφ 表示 C(X) 上由 ϕ 确定的乘法算子:

Mφ(f) = ϕf . 证明: σ(Mφ) = ϕ(X), 并且 σp(Mφ) 由满足如下性质的 λ 构成: {ϕ = λ} 内部是空集.
此外, 当 Mφ 定义在 Lp(µ) 上, 1 ≤ p ≤ ∞, 其中 µ 是 X 上的正则测度, 我们有什么结论?
6. 设 X 是度量空间, E = Cb(X) 是 X 上的有界连续复函数构成的 Banach 空间, 其上赋予范

数:
‖f‖∞ = sup

x∈X
|f(x)|.

并设 T 是 E 上的正算子, 即对每个 f ≥ 0, 有 T (f) ≥ 0.
(a) 证明: 任取 f ∈ E, 有 |T (f)| ≤ T (|f |).
(b) 设 λ ∈ C 且 |λ| > r(T ). 证明

|R(λ, T )(f)| ≤ R(|λ|, T )(|f |).

由此导出
‖R(λ, T )‖ ≤ ‖R(|λ|, T )‖.

(c) 证明: r(T ) ∈ σ(T ).
7. 设 H 是 Hilbert空间, E 和 F 是 H 的两个闭的正交补子空间. 假设 T ∈ B(E)且 T (E) ⊂ E,

T (F ) ⊂ F . 证明
σ(T ) = σ(T |E) ∪ σ(T |F ).

作为应用, 确定 σ(T ), 其中 T ∈ B(`2) 定义为

T (x)(n) = x(n+ 2) +
1 + (−1)n

2
x(n), ∀n ≥ 1, ∀x = (x(n))n≥1 ∈ `2.

8. 设 E 和 F 是赋范空间. 证明下面的命题成立:
(a) 若 (xn) 是 E 的弱收敛序列, 则 (xn) 有界.
(b) 若 T ∈ B(E,F ) 且 xn 弱收敛到 x, 则 T (xn) 弱收敛到 T (x).
(c) 若 T ∈ B(E,F ) 是紧算子且 xn 弱收敛到 x, 则 T (xn) 依范数收敛到 T (x).
(d) 若 E 自反, T ∈ B(E,F ) 且当 xn 弱收敛到 x 时, 有 T (xn) 依范数收敛到 T (x), 则 T 是紧

算子.
(e) 若 E 自反, 且 T ∈ B(E, `1) 或 T ∈ B(c0, E), 则 T 是紧算子.
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证明: (a) 若 (xn) 是 E 中的弱收敛序列, 设其极限为 x, 则对任意 f ∈ E∗, 有 lim
n→∞

f(xn) =

f(x). 令 x̂n(f) = f(xn), 则 x̂n ∈ B(E∗,R), 且对任意 f ∈ E∗, (x̂n(f))n≥1 有界. 因此由 Banach-
Steinhaus 定理, sup

n≥1
‖xn‖ = sup

n≥1
‖x̂n‖ < ∞, 从而 (xn)n≥1 有界.

(b) 若 T ∈ B(E,F ), 则 T ∗ ∈ B(F ∗, E∗), 则对任意 f ∈ F ∗,

lim
n→∞

〈f, T (xn)〉 = lim
n→∞

〈T ∗(f), xn〉 = 〈T ∗(f), x〉 = 〈f, T (x)〉.

(c) 由 (a) 知 (xn)n≥1 有界, 而 T 是紧算子, 故 (T (xn))n≥1 相对紧, 从而 (T (xn))n≥1 任意子列
有收敛子列 (T (xnk

))k≥1, 且该子列必依范数收敛于 T (x), 这是因为若 (T (xnk
)) 依范数收敛到 y, 则

对任意 f ∈ F ∗, 我们有
|f(T (xnk

))− f(y)| ≤ ‖f‖‖T (xnk
)− y‖.

因此 T (xnk
) 弱收敛于 y, 但由 (b) 知, T (xn) 弱收敛于 T (x), 因此 y = f(x). 若 T (xn) 不依范数

收敛于 T (x), 则对任意正整数 N , 存在 n0 > N , 使得 ‖T (xn0
) − T (x)‖ > 1, 从而可选取一子列

(T (xnk
))k≥1, 使得 ‖T (xnk

)− T (x)‖ ≥ 1, 但由上述讨论可知 T ((xnk
))k≥1 有收敛于 T (x) 的子列, 矛

盾! 因此 T (xn) 依范数收敛于 T (x).
(d) 由第九章第 4 题的结论, 若 E 是自反的, 设 (xn)n≥1 ⊂ BE , 则存在子列 (xnk

)k≥1, 使得
(xnk

)k≥1 弱收敛于 x. 由题目条件知 T (xnk
) 依范数收敛到 T (x), 这说明 T (BE) 相对紧, 从而 T 是

紧算子.
(e)由第八章第 22题的结论知, `1 的依范数收敛与弱收敛等价.故若 `1 中的序列 (xn)弱收敛到

x,则 (xn)依范数收敛到 x,从而 T (xn)依范数收敛到 T (x),由 (d)知, T 是紧算子. 若 T ∈ B(c0, E),
则 T ∗ ∈ B(E∗, `1) = B(`1, E), 故由上一段讨论知 T ∗ 是紧算子, 从而 T 是紧算子.

9. 设 (en) 是 `2 中的标准基. 定义算子 T : `2 → `2 为

T

(∑
n≥1

xnen

)
=
∑
n≥1

xn

n
en, (xn)n≥1 ∈ `2.

证明: T ∈ K(`2).

证明: 定义

TN

(∑
n≥1

xnen

)
=

N∑
n=1

xn

n
en.
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因 TN 为连续线性算子且 dimTN (`2) < ∞, 故 TN 是有限秩算子, 且对任意 x = (xn)n≥1 ∈ `2, 有∥∥∥∥∥T
(∑

n≥1

xnen

)
− TN

(∑
n≥1

xnen

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1

xn

n
en

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

n=N+1

|xn|2

n2

≤ 1

(N + 1)2

∞∑
n=N+1

|xn|2

≤ 1

(N + 1)2

∞∑
n=1

|xn|2 =
1

(N + 1)2
‖x‖2.

故

‖T − TN‖ = sup
x∈ℓ2,x ̸=0

‖T (x)− TN (x)‖
‖x‖

≤ 1

N + 1
.

因此
lim

N→∞
‖T − TN‖ ≤ lim

N→∞

1

N + 1
= 0.

从而 T 是紧算子.

10. 设 (αn)n≥1 ⊂ C. 定义算子 T ∈ B(c0) 为

T (x) = (αnxn)n≥1, x = (xn)n≥1 ∈ c0.

证明: T ∈ K(c0) 当且仅当 lim
n→∞

αn = 0.

证明: (⇒)若 lim
n→∞

αn 6= 0,则存在 ε0 > 0和子列 (αnk
)k≥1,使得对任意 k ≥ 1,都有 |αnk

| ≥ ε0.
设 ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ) (在第 i 个坐标处是 1, 其余坐标都是 0), 则 A = {ei : i ≥ 1} 在 c0 中有界,
且 T (eni

) = αni
eni

, 但对任意 i 6= j,

‖T (eni
)− T (enj

)‖ = max
{
|αni

|, |αnj
|
}
> ε0,

故 (Tenj
)j≥1 的任一子列都不是 Cauchy 列, 从而不收敛, 这说明 T (A) 在 c0 不是相对紧的. 这与 T

是紧算子矛盾, 故 lim
n→∞

αn = 0.
(⇐) 设 TN (x) =

∑N
n=1 xnT (en), 则 TN 是有限秩算子, 且

‖T (x)− TN (x)‖ = sup
n≥N+1

|αnxn| ≤ sup
n≥N+1

|αn| sup
n≥1

|xn|.

由于 lim
N→∞

sup
n≥N+1

|αn| = lim sup
n→∞

|αn| = lim
n→∞

|αn| = 0. 故

lim
N→∞

‖T − TN‖ ≤ lim
N→∞

sup
n≥N+1

|αn| = 0.

从而 T 是紧算子.
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11. 设 (Ω,A, µ) 是测度空间, p ∈ [1,∞). 设 P 是由所有有限个两两不相交的具有有限正测度
的可测子集构成的集合.

(a) 对任意 π = {Ak}1≤k≤n ∈ P , 定义 Lp(Ω,A, µ) 上的算子 Pπ 为

Pπ(f) =
n∑

k=1

( 1

µ(Ak)

∫
Ak

f dµ
)
1Ak

.

证明: Pπ ∈ B(Lp(Ω,A, µ)) 且 ‖Pπ‖ = 1.
(b) 证明: 对任意 Lp(Ω,A, µ) 中的紧子集 K 及 ε > 0, 存在 π ∈ P , 使得

‖Pπ(f)− f‖p < ε, ∀f ∈ K.

(c) 导出 Fr(Lp(Ω,A, µ)) 在 K(Lp(Ω,A, µ)) 中稠密.
(d) 假设 X 是一个局部紧的 Hausdorff 空间. 证明在空间 C0(X) 上有和上面类似的结果.
12. 设 E = C([0, 1]) 上赋予一致范数 ‖ · ‖∞, 且 Φ 是 [0, 1] × [0, 1] 上的连续函数. 定义算子

T : E → E 为

T (f)(s) =

∫ 1

0

Φ(s, t)f(t) dt, s ∈ [0, 1].

证明: T 是紧的.
13. 设 E = L2(0, 1) 且 Φ ∈ L2([0, 1]× [0, 1]). 定义算子 T : E → E 为

T (f)(s) =

∫ 1

0

Φ(s, t)f(t) dt, s ∈ [0, 1].

证明: T 是紧的.
14. 定义 C([0, 1]) 上的算子 T :

Tf(x) =

∫ 1−x

0

f(t) dt, x ∈ [0, 1].

证明 T 是紧的并确定 σ(T ).
设 1 ≤ p ≤ ∞, 在 Lp([0, 1]) 上定义和上面一样的算子 T , 回答同样的问题.
15. 设 E 是空间 C([0, 1]) 或 Lp(0, 1), 其中 p ∈ [1,∞].
(a) 在 E 上定义算子 T 如下:

Tf(x) =

∫ 1

0

min{x, y}f(y) dy, x ∈ [0, 1].

求 T 的谱集.
(b) 在 L2(0, 1) 上定义如下的算子 S:

Sf(x) =

∫ x

0

f(y) dy.
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确定 S∗, 证明 SS∗ 和上面的算子 T 在空间 E = L2(0, 1) 上相同, 求出 ‖S‖.
16. 设 H 是 Hilbert 空间, 并有 T ∈ B(H). 令

W (T ) = {〈T (x), x〉 : x ∈ H, ‖x‖ = 1}.

设 σpa(T )满足如下性质的所有 λ ∈ C构成的集合: H 的单位球中存在一个序列 (xn),使得 〈T (xn), xn〉 →
λ.

(a) 证明: σ(T ) = σpa(T ) ∪ σp(T ∗).
(b) 证明: σ(T ) ⊂ W (T ).
(c) 在 K = C 的情形下, 导出

r(T ) ≤ sup
∥x∥=1

|〈T (x), x〉| ≤ ‖T‖.

17. 设 H 是复 Hilbert 空间. 称 T ∈ B(H) 是正规的, 若 T ∗T = TT ∗.
(a) 证明: T 是正规的当且仅当对任意 x ∈ H, 有 ‖T (x)‖ = ‖T ∗(x)‖.
(b) 假设 T 是正规的. 证明: 对任意 λ ∈ C, 有

ker(λ− T ) = ker(λ− T ∗).

由此导出: λ ∈ σp(T ) 等价于 λ ∈ σp(T
∗).

(c) 证明: T 的相应于不同特征值的特征子空间相互正交.
(d) 依然假设 T 是正规的. (i) 证明: r(T ) = ‖T‖; (ii) 导出结论:

‖T‖ = sup
∥x∥=1

|〈T (x), x〉|.

18. 试把谱分解定理扩展到复 Hilbert 空间的正规算子上.
19. (Fredholm 选择定理) 设 T 是 Hilbert 空间上的紧算子, λ ∈ K 且 λ 6= 0. 证明: 方程

λx− T (x) = y

或者对每一个 y ∈ E 有唯一解, 或者对某些 y 有无穷多个解但对其他的 y 无解.
证明: 由于 T 为紧算子, 故

ker(I − T ) = {0} ⇐⇒ R(I − T ) = E.

当 ker(I −T ) = {0} 时, I −T : E → E 为双射, 此时对于 ∀y ∈ E, 方程 x−T (x) = y 有唯一解.
当 ker(I − T ) 6= {0} 时, R(I − T ) 6= E, 故当 y ∈ E \R(I − T ) 时, 方程 x− T (x) = y 无解; 当

y ∈ R(I − T ) 时, 方程 x− T (x) = y 有无穷多解并且可表示为

x =
n∑

i=1

kiei, ki ∈ K,

其中 {ei} 为 n 维空间 ker(I − T ) 的一组基.
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20. 设 (λn) 是有界数列, 并定义算子 T : `2 → `2 为 (xn) 7→ (λnxn).
(a) 证明 T ∈ B(`2), 确定 ‖T‖ 和 σ(T ).
(b) 什么情况下 T 是紧的?
21. 定义 Hilbert 算子 u : `2 → `2 为

u(x) =

( ∞∑
k=1

xk

j + k

)
j≥1

, ∀x = (xk)k≥1 ∈ `2.

对每个 n ≥ 1, 令 an =
(
1, 1√

2
, · · · , 1√

n
, 0, 0, · · ·

)
, bn = an

∥an∥ . 证明:
(a) bn 弱收敛到 0.
(b) 〈u(an), an〉 ≥ π lnn+O(1).
(c) lim infn→∞ ‖u(bn)‖ ≥ π.
(d) lim infn→∞ ‖(u− v)(bn)‖ ≥ π, ∀v ∈ K(`2).
(e) dist(u,K(`2)) = π, 结论意味着 u 不是紧的.

22. 设 T 是 Hilbert 空间 H 上的自伴紧算子, λ 是 T 的非零特征值. 证明:

ker(λ− T ) ∩ (λ− T )(H) = {0}.

由此导出: ker(λ− T ) = ker(λ− T )2 且

H = ker(λ− T )⊕ (λ− T )(H).

23. 设 T 是 Hilbert 空间 H 上的自伴紧算子. 对 T 的每个非零特征值 λ, 令 Pλ 表示相应的特
征子空间上的正交投影. 取 x ∈ H, 证明:

T (y) = x (?)

有解当且仅当 x ∈ (kerT )⊥ 且 ∑
λ∈σp(T )\{0}

‖Pλ(x)‖2

λ2
< ∞.

并证明: 若以上充分条件成立, 则 (?) 式的通解为

y = z +
∑

λ∈σp(T )\{0}

Pλ(x)

λ2
, 其中 z ∈ kerT.

24. 设 H 是一个可分的 Hilbert 空间.
(a) 设 (en)n 和 (fn)n 是 H 中的两个规范正交基. 证明: 任取 T ∈ B(H), 都有∑

n

‖Ten‖2 =
∑
n

‖Tfn‖2.
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后面我们固定 H 中的规范正交基为 (en). 设 S2(H) 为满足如下条件的算子 T 构成的集合:

‖T‖2 =
(∑

n

‖Ten‖2
) 1

2

< ∞.

我们称这样的算子为 Hilbert-Schmidt 算子.
(b) 假设 dimH = N < ∞. 利用算子 T 在基 (e1, · · · , eN ) 下的矩阵形式, 给出范数 ‖T‖2 的一

个具体刻画.
(c) 证明: S2(H) 是 B(H) 的双边理想并包含所有的有限秩算子.
(d) 证明: 任取 T ∈ S2)(H), 有 ‖T‖ ≤ ‖T‖2, 并且 (S2(T ), ‖ · ‖2) 是一个 Hilbert 空间.
(e) Pn 表示到空间 span(e1, · · · , en) 上的正交投影. 证明: 在 dimH = ∞ 时, 有

lim
n

‖T − TPn‖2 = 0, ∀T ∈ S2(H).

因而, 任意的 Hilbert-Schmidt 算子是紧的.
(f) 假设 T 是自伴紧算子. 对每个 λ ∈ σp(T ) \ {0}, 令 dλ = dim ker(λ − T ). 证明: T ∈ S2(H)

当且仅当 ∑
λ∈σp(T )\{0}

dλλ
2 < ∞.



补充题目

1. 设 E 是赋范空间.
(a) 设 A,B ⊂ E, 且 A 是紧的, B 是闭的, 证明 A+B 也是闭的.
(b) 设 F 是 E 的有限维子空间, G 是 E 的闭子空间, F ∩G = {0}. 证明投影算子

P : F +G → F, f + g 7→ f

是连续线性算子.
(c) 在上一命题的条件下, 证明 F +G 是 E 中的闭子空间.
(d) 构造 R 上的例子, 说明 A 和 B 是闭集, 但 A+B 不是闭集.

证明: (a) 略.
(b) 考虑映射

α : F ⊕G → E, (f, g) 7→ f + g.

显然 α 是连续线性映射. 下面断言, 存在常数 δ > 0, 使得

‖f + g‖ ≥ δ‖(f, g)‖.

否则的话, 存在序列 (fn) 和 (gn) 使得 ‖(fn, gn)‖ = ‖fn‖+ ‖gn‖ = 1 且 ‖fn + gn‖ → 0. 由于 F 为有
限维的, 故由 Riesz 定理知 F 中的闭单位球是紧的, 从而序列 (fn) 存在收敛子列 fnk

→ f0 ∈ F . 结
合 ‖fnk

+ gnk
‖ → 0 知 gnk

→ −f0 ∈ G. 从而 f0 ∈ F ∩G = {0}. 然而, 我们由 ‖fnk
‖+ ‖gnk

‖ = 1 知
‖f0‖ = 1

2
, 矛盾. 因此断言成立, 由此便有

‖f‖ ≤ ‖(f, g)‖ ≤ 1

δ
‖f + g‖.

因此 P 是有界线性算子.
(c) 假设 F +G 中的序列 (fn + gn) 满足 fn + gn → x ∈ E, 下证 x ∈ F +G. 由于 (fn + gn) 为

Cauchy 序列, 即
‖(fn + gn)− (fm + gm)‖ → 0 as m,n → ∞.

而由 (b) 中结论知
‖(fn + gn)− (fm + gm)‖ ≥ δ‖(fn − fm, gn − gm)‖.

从而 (fn) 和 (gn) 皆为 Cauchy 序列, 记 fn → f ∈ F , gn → g ∈ G. 则 x = f + g ∈ F +G.
(d) 令 A = {−1,−2, . . .}, B = {n+ 1

2n
| n ≥ 1}, 则 A, B 都为闭集, 但 A+B 不是闭集.
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2. 设 E 是向量空间, ‖·‖1 和 ‖·‖2 是 E 上两个范数. 证明:
(a) 若 ‖·‖1 和 ‖·‖2 等价, 即存在常数 C1, C2 > 0 使得

C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1 ∀x ∈ E,

则 ‖·‖1 和 ‖·‖2 在 E 上诱导相同的拓扑.
(b) 若 ‖·‖1 和 ‖·‖2 在 E 上诱导相同的拓扑, 则 ‖·‖1 和 ‖·‖2 等价.
(c) 假设 ‖·‖1 和 ‖·‖2 都是完备的. 那么, 若 ‖·‖1 和 ‖·‖2 在 E 上诱导的拓扑可以比较, 则

‖·‖1 和 ‖·‖2 等价.

证明: (a) trivial.
(b)取 (E, ‖·‖2)中的单位球 B2(0, 1),存在 r > 0使得 B1(0, r) ⊂ B2(0, 1). 对于任意 x ∈ E\{0},

令 y = rx
2∥x∥1

, 有 ‖y‖1 = r
2
< r, 故 ‖y‖2 < 1, 由此得 ‖x‖2 ≤ 2

r
‖x‖1. 同理可得另一方向的不等式, 于

是两范数等价.
(c) 考虑恒等映射 id : (E, ‖·‖1) → (E, ‖·‖2) 并运用 Banach 定理.
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